Tomasz TOKARSKI"

Efekty skali a wzrost gospodarczy

Wprowadzenie!

Celem opracowania jest préba odpowiedzi na pytanie, na ile uchylenie
neoklasycznego zatozenia o statych efektach skali makroekonomicznej funkcji
produkcji wptywa na dlugookresowe rozwigzanie modelu wzrostu gospodar-
czego [Mankiwa, Romera i Weila, 1992] bedacego rozszerzeniem neoklasycznego
modelu [Solowa, 1956]. Prowadzone analizy koncentrujg si¢ na wplywie efek-
téw skali funkcji produkcji zar6wno na diugookresowe stopy wzrostu i Sciezki
czasowe podstawowych zmiennych makroekonomicznych (takich, jak produk-
cja, kapital rzeczowy i ludzki oraz konsumpcja na pracujacego), jak i na zlote
reguly akumulacji kapitatu [Phelpsa, 1961, 1966].

State efekty skali utozsamiane sg dalej z jednorodno$ciag stopnia pierwszego
makroekonomicznej funkcji produkcji. Wynika to stad, iz jesli funkcja produkcji
jest jednorodna stopnia pierwszego wzgledem naktadéw czynnikéw produkcji,
to dowolne, ¢-krotne (§ > 1) zwiekszenie naktadéw kazdego z tych czynnikéw
prowadzi do ¢-krotnego wzrostu strumienia wytworzonego produktu. Natomiast
malejace (rosnace) efekty skali wystepuja wéwcezas, gdy makroekonomiczna
funkcja produkcji jest jednorodna stopnia mniejszego (wiekszego) od jednosci.
Oznacza to, iz przy malejacych (rosnacych) efektach skali skutkiem dowolnego,
¢-krotnego (¢ > 1) zwiekszenia naktadéw czynnikéw produkcji jest mniej (wig-
cej) niz {-krotny wzrost produktu.

Struktura opracowania przedstawia sie nastepujgco. W pierwszej czesci
pracy scharakteryzowany jest oryginalny model Mankiwa, Romera, Weila. Druga
cze$¢ przedstawia rozszerzenie owego modelu przy jednorodno$ci makroekono-
micznej funkcji produkcji Cobba-Douglasa dowolnego stopnia ® + a + § > 0.
W nastepnej cze$ci wyznaczone sg zlote reguly akumulacji Phelpsa zaréwno
w warunkach stalych efektow skali, jak i przy malejacych lub rosnagcych efektach
skali. Prace konczy podsumowanie prowadzonych w nim rozwazan i wazniejsze
wnioski.

Autor jest pracownikiem Instytutu Ekonomii i Zarzadzania Uniwersytetu Jagielloniskiego
w Krakowie. Artykul wplynat do redakcji w sierpniu 2006 r.

I Opracowanie to stanowi fragment przygotowywanej przez autora ksiazki pt. Efekty skali a wzrost
gospodarczy.
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Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila

W modelu wzrostu gospodarczego [Mankiwa, Romera, Weila, 1992] czyni

sie nastepujgce zatozenia (por. tez [Tokarski, 2005, s. 50-52]):

1.

Strumien produktu Y opisany jest przez rozszerzong funkcje produkcji
C.W. Cobba-PH. Douglasa dang wzorem?:

Y= KeHP[' e~ F = KeHP(AL) ~*# (1)

gdzie K jest zasobem kapitalu rzeczowego, H to laczny zaséb kapitatu
ludzkiego w skali calej gospodarki, za§ L = AL to tzw. jednostki efektywnej
pracy. Parametry e, 8, 1 —a - f € (0;1) mozna interpretowaé ekonomicznie
na dwa sposoby. Parametry te sg bowiem zaréwno elastyczno$ciami produktu
Y wzgledem (odpowiednio) naktadéw kapitatu rzeczowego K, ludzkiego H
oraz jednostek efektywnej pracy L, jak i (na gruncie marginalnej teorii
podzialu J.B. Clarka) udzialami K, H oraz L w produkcie Y.

Strumien produktu rozktada sie na konsumpcje C = (1 - s)Y (gdzie s € (0;1))
i oszczednosci S = sY (a zatem s jest stopg oszczednoSci w gospodarce
Mankiwa-Romera-Weila). Oszczednosci determinujg inwestycje (I = S), te
za$ rozkladajg sie na inwestycje w kapital rzeczowy Ix = sgY (s € (0;1))
iludzki Iy = sgY (sy € (0;1), przy czym s = sk + sy. Plynie stad wniosek, iz
Sk 1 sy sa stopami inwestycji w zasoby kapitatu rzeczowego oraz ludzkiego
i traktowane sg jako zmienne egzogeniczne.

Przyrosty zasobéw kapitalu rzeczowego (K) i ludzkiego (F7) stanowia réznice
miedzy inwestycjami w owe zasoby (Ix i Iy) a ich deprecjacjg. Oznacza to, ze:

K=s5.Y— 0K (22)

H=s,Y—06,H (b)
gdzie dg, 0y € (0;1) sa stopami deprecjacji kapitalu rzeczowego i ludzkiego.
Stope deprecjacji kapitalu ludzkiego oy, analogicznie jak stope deprecja-
cji wiedzy w modelu wzrostu [Shella, 1966] (por. tez [Sato, 1966] lub
[Tokarski, 1996]), mozna traktowac jako odsetek kapitatu ludzkiego, ktéry
ulega zuzyciu wskutek odchodzenia z zasobu pracujacych starszych, bardziej
do$wiadczonych pracownikéw. Ponadto o stopach dg i 0y zaktada sie, iz
majg charakter zmiennych egzogenicznych.

Liczba pracujacych L ro$nie wedtug stopy n > 0, za$ zaséb wiedzy A (ktéry
nie jest zwigzany z akumulacjg kapitatu ludzkiego) wzrasta zgodnie ze
stopg egzogenicznego postepu technicznego w sensie R.F. Harroda réwng

2

O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych implicite zaklada sie, iz
sg cigglymi i rozniczkowalnymi funkcjami czasu ¢ € [0; +). Zapis x = %(f) = dx/dt oznaczal
bedzie pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie rzecz biorgc) przyrost warto$ci
zmiennej x w momencie ?.
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g > 0. Oznacza to, iz zaséb efektywnej pracy L rosnie wedlug stopy g + n,
co mozna zapisa¢ rOwnaniem:

AL
:Z-i-f:g-l-n (3)

| e

przy czym A(0) =Ag> 01 L(0) =Ly > 0 (A4 i Ly to zasoby wiedzy i pracy

w momencie ¢ = 0).

Relacje zachodzace pomiedzy zasobami (zaznaczonymi prostokgtami)
i strumieniami (oznaczonymi strzatkami) w modelu Mankiwa, Romera, Weila
zilustrowane sg na rysunku 1.

Rysunek 1. Zalezno$¢ pomiedzy zasobami i strumieniami w modelu wzrostu gospodarczego
Mankiwa, Romera, Weila

K

5KKI I, =sY

e 7 — Y=C+] — 4 C=(1-5.-5)Y

Dzielac stronami funkcje produkcji (1) przez jednostki efektywnej pracy L
uzyskuje sie funkcje produktu na jednostke owej pracy dang wzorem:

5 = kit @)

gdzie y = Y/L jest strumieniem produktu na jednostke efektywnej pracy, zas
k= K/L i h = HIL to zasoby kapitalu rzeczowego i ludzkiego przypadajace
na jednostke efektywnej pracy. Z réwnania (4) plynie wniosek, iz w modelu
Mankiwa, Romera, Weila produkt na jednostke efektywnej pracy y jest rosnaca
funkcja zaréwno kapitalu rzeczowego na jednostke efektywnej pracy k, jak
i kapitatu ludzkiego na jednostke efektywnej pracy #.

Dzielac stronami réwnania (2ab) przez L uzyskuje sie nastepujace zwiazki:

7= sy ok (5a)
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N1|m-

— 5,5 — 8, h (5b)

Poniewaz K = kL i H = hL, zatem K = léi + lgi oraz H = l;i + fzi a stad
i z rébwnania (3) wynika, iz:

N1|W-

=k + (g +nk (62)

= h+ (g + n)h (6b)

hx|m.

Réwnania (5ab) oraz (6ab) implikuja nastepujacy uktad réwnan:

k=55~ (8 + g+ nk

. N 7
h=s,y— (0, +g+n)h @)

Uktad réwnan (7) jest rozszerzeniem réwnania Solowa k = sy — 0+ g+ nk
Roéwnania uktadu réwnan (7) mozna interpretowaé¢ ekonomicznie w ten sposéb,
iz przyrost zasobu kapitalu rzeczowego (ludzkiego) na jednostke efektywnej

pracy k(h) jest réznicg miedzy inwestycjami w kapital rzeczowy sgy (ludzki
syy), ktore przypadajg na jednostke efektywnej pracy, a ubytkiem kapitalu rze-
czowego (ludzkiego) na jednostke owej pracy wynikajacym, po pierwsze, z jego
deprecjacji 5KI€(5HH) oraz, po drugie, ze wzrostu jednostek efektywnej pracy
(g + nlk([g + n]h).

Wstawiajgc funkcje (4) do uktadu réwnan (7) dochodzi sie do uktadu réw-
nai ruchu modelu Mankiwa-Romera-Weila postaci:

(8)

Uktad réwnan ruchu (8) opisuje zmiany (w czasie) zasobéw k i i w roz-
wazanej w tej czeSci pracy gospodarce.

Uktad réwnan (8) mozna ,rozwigzaé¢” za pomoca diagramu fazowego (por.
np. [Romer, 1996, s. 129-131] lub [Tokarski, 2005, s. 52-57]). Z kolejnych
rownan ruchu wynika bowiem, ze:

N te
\Y
(]

” e\ ok
S k< (W) (h)
1 (9a)
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oraz:
1
. s Sk e
k<0¢>k><5K+g+n> (h) o
h<oeh=( 1 — 1%(15)13‘
- “\d6, tgt+n
co implikuje réwnania3:
. SK l—a £
EW); (5 o) T "
R(E) T
h= oy +tgtn

Réwnania (10) wyznaczajg krzywe podziatu diagramu fazowego modelu
Mankiwa-Romera-Weila. Krzywe te pokazuja rézne struktury zasobow
(k,h) € R 32, ktorym towarzysza zerowe przyrosty, odpowiednio, k i h.

Liczac pierwsze i drugie pochodne funkcji (10) okazuje sie, ze:

dk~ B sK 1— ( )*(1 a— /9)
E,gzol—a<5K+g+n> h
1

d_/’l~ a Sy -8, . —(—a—p

dk i - 18\6H+g+n> @7 >0
ﬁ _ 75(1 —a — b)) Sk T—a (h)f(l a— b’)
dh? li=o (1—a)? \6+gtn

oraz:
1

d*h Lall—a—pf sy \TF e
ai ;i - (=B \y+gtn) B 17 <0

Plynie stad wniosek, ze krzywe podziatu k=0ih=0 sg dodatnio nachy-

lone i wklesle wzgledem osi, odpowiednio, & i /. Krzywe te zilustrowane sg
na rysunku 2 (krzywe bez strzalek na owym rysunku).

3 Zapis postaci a|;, oznaczal bedzie dalej ,a przy warunku, ze zachodzi b”.
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Rysunek 2. Diagram fazowy modelu wzrostu gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila

N

=)

k

a1

Nieréwnosci (9ab) implikuja, ze na lewo od krzywej podziatu & = 0 (ponizej
krzywej podziatu i, = 0) wystepuja dodatnie przyrosty k(4), zas na prawo od
krzywej podziatu £ = 0 (powyzej krzywej podzialu 2 = 0) przyrosty owych
zasobéw sg ujemne (por. tez rysunek 2).

Ponadto na rozwazanym diagramie fazowym strzatkami zaznaczono trajek-
torie. Trajektorie te obrazujg przesuniecia (w czasie) zasobow k i i z dowolnej
wyjSciowej struktury (IEO, fzo) € R owych zasobow.

Poniewaz wszystkie trajektorie w pierwszej ¢wiartce ukladu wspoéirzednych
(poza osiami owego uktadu) na rysunku 2 zmierzajg w kierunku punktu prze-
ciecia krzywych podziatu, zatem punkt ten jest punktem stabilnej dtugookreso-
wej réwnowagi Mankiwa-Romera-Weila®. Plynie stad wniosek, iz gospodarka
Mankiwa-Romera-Weila (podobnie jak gospodarka Solowa) ma naturalne ten-
dencje do dazenia do stabilnego punktu dltugookresowej ré6wnowagi. Punktem
tym jest punkt (k*,R%), ktéry zostanie osiggniety przez analizowang tu gospo-
darke najpézniej przy t = + oo.

Punkt dtugookresowej réwnowagi Mankiwa-Romera-Weila (k*,/*) jest roz-
wigzaniem ukladu réwnan ruchu (8) przy £ = 0 i 2~ = 0. Oznacza to, iz 6w
punkt jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu réwnan:

s B (R — (0 +g+n)k"=0
sy B RY — (8, +g+n)i" =0

Powyzszy uktad réwna mozna sprowadzi¢ do uktadu liniowego, wzglgdem
In(k)i1n(h), oraz zapisa¢ w postaci macierzowej nastepujaco:

4 Innym punktem dlugookresowej rownowagi analizowanego modelu wzrostu gospodarczego jest
punkt (0,0), lecz nie jest on interesujacy z makroekonomicznego punktu widzenia (gdyz wyzna-
cza stan gospodarki, w ktérym K = H =Y = 0) i bedzie pomijany w dalszych rozwazaniach.
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l—a — In(k*) ln5—|—g—|—n>
—a 1 —B]Ln(h ") Su ) (1)
Oy +g+n

Uktad réwnan (11) mozna rozwigzaé stosujac metode wyznacznikéw
Cramera. Wyznaczniki te dane sg nastepujacymi wzorami:

|l =a — o
W—‘_a = 1-a B € (0:1)
)
ln<K ) B
_ 0, tg+n _ Sk Sk
Wi = Sy _(1_5)ln<5K+g+n>+51“<aK+g+n>
5, Feg+n) —F
S
1 aln( K )
0, +g+n s s
Wy, = K ) =(1—a)ln<7aH+Z+n>—0—aln<—6[{+[gf+n>
_aln<5y+g+n>

We 1 -—8 B Sy
/- a/—b’ln<5 +g+n>+1—a—b’ln<5y+g+n>
W

NS 1—a Sy a Sk
In(h") = " = 1= a/b’ln<5 +g+n>+1aﬁln<5K+g+n>

z ktérych wynikajg zwiagzki:

L Sk T—aF Sy =
k _<6K+g+n> <5H+g+n> (12a)

o SH 1—a—p SK ﬁ
h _<5H+g+n> <5K+g+n> (12b)

Wstawiajac za$ k"i/h" do réwnania (4) uzyskuje sie produkt na jednostke
efektywnej pracy w dlugookresowej réownowadze Mankiwa-Romera-Weila 3*
dany wzorem:
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Y Sk e Sy -
Y <5K+g+n> <5H+g+n> (12¢)

Réwnania (12abc) mozna interpretowaé ekonomicznie nastepujaco:

* Im wyzsze sg stopy inwestycji w zasoby kapitatu rzeczowego sx i ludzkiego
sy, tym wyzsze sg zaréwno zasoby kapitatu rzeczowego k" i ludzkiego #", jak
i strumien produktu §* przypadajace na jednostke efektywnej pracy w diu-
gookresowej rownowadze rozwazanego modelu wzrostu gospodarczego.

*  Wysokie stopy deprecjacji dg i 0y lub wysoka stopa wzrostu Jednostek efek-
tywnej pracy g + n prowadzi do niskich wartoéci k", A" oraz §*.

* W warunkach dlugookresowej réwnowagi gospodarki Mank1wa Romera-Weila
zasoby ki A" oraz strumien y" nie ulegajg zmianom w czasie, gdyz réznicz-
kujac réwnania (12abc) po czasie ¢ € [0; +) uzyskuje sie: k = h* = 3* = 0.
Stad, Ze techniczne uzbrojenie pracy k = K/L, kapital ludzki na pracujgcego

h = H/L oraz wydajno$¢ pracy y = Y/L mozna réwniez zapisaé¢ jako k = Ak,

h = Ah iy = Ay, za$ (zgodnie z zalozeniem 4 modelu Mankiwa-Romera-Weila)

A/A = g wynika, iz:

bl
I
oQ
+

| =

(13a)
h h
n=8t 7 (13b)
vy
y=8+t H (13¢)

Co wiecej, logarytmujac stronami i rézniczkujac po czasie t € [0; +©) zwig-
zek (4) uzyskuje sie nastepujgca zaleznosé: % = a% + B%. Stad za$ oraz z réw-

nania (13c¢) wynika réwnanie stopy wzrostu wydajnosci pracy postaci:
= o+ aX 4+ B2 13d
y 8 a i I 7 (13d)

Z zaleznosci (13abcd) oraz z diagramu fazowego przedstawionego na
rysunku 2 plyna nastepujace wnioski:

* Jesli gospodarka Mankiwa-Romera-Weila porusza si¢ w kierunku punktu
dtugookresowej réwnowagi po trajektoriach skierowanych na pétnocn
wschéd, to ki >0 i stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy k/k{
kapitatu ludzkiego na pracujacego (hlh) oraz wydajnosci pracy (y/y) sa
wyzsze od stopy harrodianskiego postepu technicznego (g).

* W sytuacji, w ktérej gospodarka ta znajduje si¢ na trajektoriach skierowa-
nych na poludniowy zachéd k,h<0, co implikuje, ze Ié/k,fz/h,}')/y <g.
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* Jes$li rozwazana gospodarka zmierza do punktu réwnowagi po trajektorii
skierowanej na potudniowy wschéd (pétnocny zachéd), to stopa wzrostu
technicznego uzbrojenia pracy k/k jest wyzsza (nizsza) od stopy postepu
technicznego w sensie Harroda, natomiast stopa wzrostu kapitatu ludzkiego
na pracujacego h/h jest oden nizsza (wyzsza). To z kolei, zgodnie z zaleznos-
cig (3d), implikuje, Zze w analizowanym tu przypadku stopa wzrostu produktu
na pracujacego y/y moze byé zaréwno wyzsza, jak i nizsza od stopy g.

*  Poczgwszy za$ od momentu (skonczonego lub nie), w ktérym gospodarka
Mankiwa-Romera-Weila osiagnie dtugookresowa réwnowage &7 = 0, co
implikuje réwnanie:

gdzie k* to techniczne uzbrojenie pracy w réwnowadze Mankiwa-Romera-
-Weila, /" jest kapitatem ludzkim na pracujacego w warunkach owej réwno-
wagi, za$ y* to wydajnos$¢ pracy w dtugookresowej réwnowadze. Réwnanie
(14) nalezy interpretowaé ekonomicznie w ten sposéb, iz w dlugookresowej
réwnowadze analizowanej w tym punkcie gospodarki wydajno$¢ pracy, tech-
niczne uzbrojenie pracy oraz kapitat ludzki na pracujgcego (analogicznie jak
wydajnos$¢ pracy i techniczne uzbrojenie pracy w réwnowadze Solowa) rosng
wedlug stopy wzrostu réwnej stopie harrodianskiego postepu technicznego.

* Co wiecej, poniewaz (zgodnie z réwnaniami (12abc)), im wyzsze wartosci
przyjmuja sg i sy lub im nizsze sg Ok, 0y oraz g + n, tym wyzsze sa k*,
h* 13", zatem wysokim warto$ciom stép inwestycji sg i sy lub niskim
wartoSciom stép deprecjacji kapitalu dg i 0y oraz stopy wzrostu jedno-
stek efektywnej pracy g + n odpowiadajg wysoko potozone dtugookresowe
Sciezki czasowe wydajnosci pracy y*(f), technicznego uzbrojenia pracy k*(¢)
i kapitalu ludzkiego na pracujgcego h*(¢).

Réwnowaga Mankiwa-Romera-Weila w warunkach efektéw skali>

Modyfikacjg modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila jest model przedsta-
wiony w pracy [Tokarskiego, 2003]6. W modelu tym czyni sie nastepujace zalozenia:
1. Proces produkcyjny opisany jest przez funkcje produkcji Cobba-Douglasa

jednorodng (wzgledem K, H i L) stopnia ® + a + 8 > 0 postaci:

Y = K¢HA[® (15)

przy czym «, 3, ©® € (0;1). Parametry @, f i ® w funkcji produkcji (15) sa
elastyczno$ciami wytworzonego strumienia produktu Y wzgledem naktadéw

5  Punkt ten oparty jest na rozwazaniach prowadzonych pracach [Tokarskiego, 2003 i 2005,
rozdzial si6dmy].

¢ Innym rozszerzeniem modelu Mankiwa-Romera-Weila jest model n-kapitalowego wzrostu
gospodarczego zaproponowany przez [Nonnemana, Vanhoudta, 1996].
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kapitalu rzeczowego K, ludzkiego H oraz jednostek efektywnej pracy L i,
przy jednorodnosci funkcji produkcji (15) réznej od jednos$ci, nie powinno sie
ich utozsamiaé z udziatami owych czynnikéw w produkcie. Co wigcej, jesli
O+a+p<1(©+a+p>1), to funkcja produkcji (15) jest jednorodna
stopnia mniejszego (wiekszego) od jednosci i wystepujg malejace (rosnace)
efekty skali owej funkcji. Jesli zas ® + a + =1, to wystepuja state efekty
skali i rozwazany model wzrostu gospodarczego odpowiada modelowi ana-
lizowanemu w punkcie 2. Ponadto zaklada sig, iz a + f € (0;1).

2. Przyrosty zasobéw kapitatu rzeczowego K i ludzkiego H opisane sg przez
réwnania rézniczkowe (2ab).

3. Jednostki efektywnej pracy L rosng wedlug stopy g + n > 0, co implikuje,
iz spelniony jest zwiazek (3).
Wstawiajac zalezno$é (15) do réwnan (2ab) uzyskuje sie nastepujacy uktad

réwnan rézniczkowych:

K =5 K*HP[® — 6 K
H=s,K*HPL[® — 6,H

Dzielgc stronami kolejne réwnania powyzszego uktadu réwnan rézniczko-
wych przez, odpowiednio, K i H mozna je zapisa¢ w kategoriach stop wzrostu
zasobu kapitatu rzeczowego Gy = K/K i ludzkiego G, = H/H nastepujaco:
Gy + 0y = s K¢ 'HPL® (16)
Gy + 6, = sy K*HP 119

Poniewaz na mocy przyjetych uprzednio zalozen s,K?¢~ 'HPL®> 0 oraz
sy K¢HP =118 > 0, zatem dla dowolnego ¢ € [0; +®) zaréwno Ggl(t) > - dk, jak
i Gy(t) > - 0y. Oznacza to, ze powyzsze réwnania mozna zlogarytmowac stro-
nami (logarytmem naturalnym) i zrézniczkowaé po czasie ¢t € [0; +). Wéwczas
uzyskuje sie nastepujace zwigzki:

Gy _ i
m__(l_a)GK_'—EGH_'—@f
G, ;
7GH+5H = OZGK—(l _B)GH+®f

Podstawiajgc za$ w powyzszych zalezno$ciach stopg wzrostu jednostek efek-
tywnej pracy L/L = g + n uzyskuje sie uklad réwnan ruchu rozwazanego tu
modelu wzrostu gospodarczego postaci:
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G
G ts. = ©(g+n)— 1 — )Gy +BG,
ﬁ: G)(g—i—n)—i—a'GK—(l—E)GH

Z uktadu réwnan ruchu (17) i przyjetych wczeéniej zalozenn wynikajg m.in.
nastepujace zaleznoSci:

G =00 G, < ®§gfa”) 12 6,
G, 205G, < ®§g7+b)n) e a BGK (18a)
natomiast:
G <0G, = ®§gfa”) 12 6,
Ogtn  « (185)

Gy <0Gy, =

Stad za$ plynie wniosek, ze krzywe podziatu uktadu réwnan rézniczkowych
(17) dane sg wzorami:

_6k+tn) B
GK(GH)‘G'K:O = 1-a TT1-a0

O(g +
GH(GK)‘(;H=0 = §g7 511) 71 iKBGK

(19)

Z zalezno$ci (18ab) i (19) wynika, ze diagram fazowy uktadu réwnan réz-
niczkowych (17) przedstawia sie tak, jak ma to miejsce na rysunku 3.

Rysunek 3. Diagram fazowy ukladu ré6wnaf rézniczkowych (17)

G, 4 G=0

v
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Z diagramu fazowego na rysunku 3 wynika, iz uktad réwnan ruchu (17)
posiada stabilne rozwiazanie ze wzgledu na stopy wzrostu kapitatu rzeczowego
Gk iludzkiego Gy* w dlugookresowej rownowadze analizowanej tu gospodarki.
Stopy te sa rozwigzaniem uktadu réwnan (17) przy G = Gy = 0. A zatem dlugo-
okresowe stopy wzrostu G¢" i Gy" sg rozwigzaniem nastepujacego uktadu rownan:

1—a —8B
—a 1—8

G}k( - 1

: 0)

Kolejne wyznaczniki Cramera uktadu réwnan (20) dane sg wzorami:

l—a —

W—‘a | plm1ma—B e
1_
WK—®(g+n)11_B—®(g+n)>O
1—al
W, = 0(g + n) _al‘—(a(g+n)>0

co implikuje, ze dlugookresowe stopy wzrostu zasobéw kapitalu rzeczowego
i ludzkiego opisane sg przez réwnania:

Ck=W “1—a—§ (21a)
* _WH_ @(g+l’l)
Cu=W “1-a—p§ (21b)

Logarytmujac stronami i rézniczkujac po czasie t € [0; + ) funkcje pro-
dukcji (15) oraz uwzgledniajac réwnanie (3) uzyskuje sie zwiazek:

GY=6¥GK+ﬁGH+®(g+V[)

gdzie G, = Y/Y jest stopa wzrostu strumienia produktu. Oznaczajac przez Gy*
dlugookresowg stope wzrostu strumienia produktu oraz korzystajac z powyzszej
zalezno$ci i réwnan (21ab) dochodzi sie do relacji:

O(g +n)

G;ZaG”I}JrBG’;IJr@(ngn):il_a_ﬁ

(21¢)

Z réwnan (21abc) plynag nast¢pujace wnioski:

* Dlugookresowe stopy wzrostu zasobéw kapitatu rzeczowego i ludzkiego
oraz strumienia produktu sg sobie réwne.

* Stopy te sg réwniez tym wyzsze, im wyzsza jest stopa harrodianskiego
postepu technicznego, stopa wzrostu liczby pracujgcych oraz elastyczno-
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§ci funkcji produkcji (15) a, f i ©. Implikuje to, iz im wyzszy jest stopien
jednorodnosci funkcji produkcji Cobba-Douglasa (a wiec a + 8 + ©), tym
wyzsze sg stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych
w analizowanym modelu wzrostu gospodarczego.
* Jesli w gospodarce wystepuja malejace (rosnace) efekty skali funkcji
produkcji (15), czyli wéwczas gdy a ++0O <1 (a++0 > 1), to
Gy =Gl =G = 7167(51;7% <gtn (G}; =G =Gl = 71@)7(5;;7% >g+ n)
Natomiast w warunkach statych efektéw skali Gy = G = G}, = g + n.
Wynika stad, iz przy malejgcych (rosnacych) efektach skali dtugookre-
sowe stopy wzrostu trzech rozwazanych tu zmiennych makroekonomicz-
nych sg nizsze (wyzsze) od sumy stopy postepu technicznego w sensie
Harroda i stopy wzrostu liczby pracujacych, za$ przy statych efektach
skali stopy wzrostu kapitalu rzeczowego, ludzkiego oraz produktu réwne
sg sumie stopy postepu technicznego i stopy wzrostu liczby pracujacych.
Poniewaz wydajno$¢ pracy y, techniczne uzbrojenie pracy k oraz kapitat
ludzki na pracujacego i mozna zapisa¢, odpowiednio, jako y = Y/L, k = K/L
oraz h = H/L, za§ LIL = n, wigc stopy wzrostu wydajnodci pracy g, = yly,
technicznego uzbrojenia pracy g, = k/k i kapitalu ludzkiego na pracujacego
g, = hih dane sa wzorami:

gyZGY—n
g =Gg—n
8§, =Gy—n

Jesli za$ przez gy, gi oraz gj, oznaczy si¢ dlugookresowe stopy wzrostu roz-
wazanych tu zmiennych makroekonomicznych i skorzysta z zaleznos$ci (21abc),
to okaze sie, iz:

. . . Og+O+a+BL—1Dn
8y = 8k = 8n — d (1—a'—ﬁ’ ) (22)

Z réwnania (22) wyciggnagé mozna nastepujgce wnioski:

* Je$li w gospodarce wystepuja stale efekty skali (© + a + = 1), to dlugo-
okresowe stopy wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia pracy
i kapitatu ludzkiego na pracujgcego réwne sa stopie harrodianiskiego postepu
technicznego.

* W warunkach malejgcych (rosngcych) efektéw skali analizowane stopy
wzrostu sg nizsze (wyzsze) od stopy postepu technicznego w sen-
sie Harroda. Wynika to stad, iz przy © +a+<1 @ +a+>1)

s« s+ _0Bg+O©+a+pB—1n ( «_ «_ . _0Bg+tO+a+B—1Dn )
8y = 8k ™ 8&n 1—a—2 <8\8 T & &~ 1—a—p > 8

* Co wiecej zaréwno w warunkach malejgcych, jak i rosngcych efektow skali

dtugookresowe stopy wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia
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pracy i kapitatu ludzkiego na pracujagcego sg tym wyzsze, im wyzsza jest
stopa harrodianskiego postepu technicznego g oraz im wyzsze sg elastycz-
no$ci funkcji produkcji a, f i ©. Nieco inaczej rzecz si¢ ma z wplywem
stopy wzrostu liczby pracujacych n na stopy wzrostu gy, g i gj,. Z réwnania
(22) wynika bowiem, iz w warunkach malejgcych (rosnacych) efektow skali
dtugookresowe stopy wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia
pracy i kapitatu ludzkiego na pracujgcego sg tym nizsze (wyzsze), im wyzsza
jest stopa wzrostu liczby pracujacych.

Zlote reguly akumulacji

W modelu wzrostu gospodarczego typu Solowa zlotg regute akumulacji
kapitatu Phelpsa utozsamia z takg stopg oszczednoSci/inwestycji, ktéra wypro-
wadza gospodarke na najwyzej potozong dlugookresows $ciezke konsumpcji na
pracujgcego (por. np. [Liberda, 1996] lub [Tokarski, 2005, rozdziat pierwszy]).
Natomiast rozwazajac rownowage typu Mankiwa-Romera-Weila zlotg regule
akumulacji Phelpsa mozna zdefiniowaé jako taka strukture stép inwestycji
(Sk, Sp) (Sg, sy oraz sg + sy € (0;1)), dzieki ktérej analizowana gospodarka moze
wyj$¢ na najwyzej polozong $ciezke konsumpcji na pracujagcego w warunkach
dtugookresowej réwnowagi (por. tez [Tokarski, 2005, punkt 5.2]).

Celem wyznaczenia zlotych regut akumulacji kapitalu wygodnie jest wpro-
wadzi¢ zmienne sztuczne 9, k, /i i ¢ dane nastepujacymi wzorami’:

k() = iy 1 (23a)
(plOg+(©+a+p—nli)i—e—8

ht) = A : (23b)
(elOs +(®Fa+p—Dnl)i—a—7

v = Ho 1 (230)

(e[®g+(®+a+,8— 1)n]1)717a75

o) = c(® (23d)

(e[Og +O@+a+p— 1)n]z)717;75

7 Przez zmienne sztuczne rozumiane beda dalej pewne zmienne pomocnicze, ktére nie majg
interpretacji ekonomicznej. Zmienne opisane réwnaniami (23abcd) maja, zdaniem autora,
interpretacje ekonomiczng jedynie przy jednorodnoSci stopnia pierwsze funkcji produkcji

k() K@) h() _ H() y@» _ Y@

Aoegr Em h() - Aoegt - L(t) () = A el Z(t)

Cobba-Douglasa, gdyz wowczas k(1) =

AC (2;, = % wyznaczaja (odpowiednio) kapital rzeczowy, kapital ludzki, produkt
0

i konsumpcje przypadajgce na jednostke efektywnej pracy.

ic=
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Poniewaz w warunkach dlugookresowej réwnowagi zmienne k, i, y i ¢ (jak
sie niebawem okaze réwna (1 - sg —sy) v) rosna wedtug stopy wzrostu réwnej
©g + (1®—+a/a—+ 55 _ 1)n, zatem woéwczas zmienne sztuczne 9, 12 hie dazyé
beda do pewnych ustalonych wartosci $%,k*,h*1¢*8. Oznacza to, iz im wyzsze
warto$ci przyjmowaé beda y*,k",h"i¢", tym wyzej polozone beda dtugookre-
sowe $ciezki czasowe wydajnoSci pracy, technicznego uzbrojenia pracy, kapitatu
ludzkiego na pracujacego i konsumpcji na pracujacego.

Z réwnan (3) i (15) dochodzi sie do zaleznoSci:

Y(0) = (AgLo)° [K(O]“[H(D)]F O + 1

Wstawiajac powyzszy zwigzek do réwnan (2ab) uzyskuje sie uktad réwnan
r6zniczkowych postaci:

K(t) = s (AyLo)PIKDO)“[H®)]P e®&Fm — 5 K (1)
H®) = 5, (AgLy)PIKDO]“[HD]P @& m1 — 5, H(1)

lub po podzieleniu kazdego z powyzszych réwnan przez L(t) = Lget:

— s AkenPelOs+©+at gk _ 5 g
24)

e

= s, AkehBelos T @ et =l 5 p

gdzie A = A9LO T« TF~15 0. Poniewaz K = kL i H = hL, zatem % =k+ %k
i % =h+ %h lub (po uwzglednieniu zalozenia, Ze liczba pracujgcych rosnie
wedtug stopy wzrostu 1) % =k+nki % = h + nh. Stad za$ wynika, ze uktad
réwnan (24) mozna zapisaé nastepujgco:

k= sKAk“hﬁe[®g+(®+”+ﬁ_l)”]t — (0 + n)k

h = s, Ak?hPel®s t© et b=nk — (5, + n)n

lub w kategoriach stép wzrostu g, = klk oraz g = hih:

&= SKAkOZ*lhﬁe[®g+(®+a+b’*l)n]t _ (51( + n)
g, = SHAka'hﬂfle[@ng(@JraJr[)’*l)n]t _ (511 + n)

8 Wartosci 35,k",h"i¢" zalezg jednak od stop inwestycji s i sp.
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Poniewaz ke~ 1pPelOs @ tatf=Dnl = fa—1jp oraz
k@pP—1el®st@Fatf—Dnlt = fapf=1 yatem powyzszy uklad réwnan mozna
zapisa¢ za pomoca zaleznosci:

g = Sg Ak hE — (8 + n) 25)
g, = AP~ — (5, + n)

W dtugim okresie, przy k — k*ih — h*, stopy wzrostu g; i g, daza do

O + (?jaaj Bﬁ — 1)n. Oznacza to, ze wowczas uklad réwnan (25) mozna

zapisa¢ nastepujaco:

A\l =@ ey (l_a'_b))sKA
R kL errirs

A\ — @ ([ ra\l — (lia*b))sHAA
(k) () BZ@(ngn)Jr(l*a*ﬁ)@H

lub w postaci macierzowej wzgledem In (k") oraz In (h"):
| ( (1 —a—B)s A >
n JE— J—
- Bgt+tn+{—«a [)’)5K> (26)

B (1—a—pB)s,A
MeG+n+a—a—po,

In(£*)
In(A*)

1—a —8
—a 1—2

Wyznaczniki Cramera uktadu réwnan (26) dane sg wzorami:

Wz’l__a“ 1__55 =1—a—B <01
(1—a—p)s A

. 1%@@+n%ﬂb—f—m%>_ﬁ
K (1—a—B)s, A

e +nt+d—a—po,) 7

(1 —a— B)sgh (1—a—B)s,A
= B)ln<®(g T i-a- B)5K> +Bln(ﬁa(g b0 a- 5)%)
(1 —a—B)s, A
1 —aln @(g+n)+(l—a—5)5;< B
(1—a—pB)s,A
—aln g tn+(—a _5)5H
_ (1—a—p)s,h (1 —a— B)sgA
== “)ln<@(g +n)+(1— = 5)5,,) * “1n<®(g +n)+ (1 - = b’)aK>

W, =
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Wyznacznik W, Wg i Wy implikuja, iz zmienne sztuczne kiht spelniaja
zalezno$ci:

. 1—8 (1 —a—BseA

n B ( (1 *a/*[)))SHAA )

I—a - B™Meg+n+d—a—AHo,

N | — (1—a—pB)syA
In(h*) = 1 _afﬁln<@(8+n)+(1 *CZH* 5>5H>+

o 1n< (1 _C&'_B)SKA )
l—a—F"\O(g+n)+1—a—B)ox

+

z ktérych wynikajg nastepujace zwigzki:

1-8
.\ (1—a—pB)s,A 1—a—Ff (1—a—Pp)s,A et
k= (@(g +n)+ 01— a'K_ 5)51() (9(8 +n)+ (1 — CYH_ 3)511) (272)

A (1—a—BPsgh o9 (—a—Bsh  \oF
: <®(g+”)+(1_a'—[)’)5H> <®(g+”)+(1_a—ﬁ)5K> (27b)

Dzielac stronami funkcje produkeji (15) przez liczbe pracujacych L(z) = Lye
uzyskuje sie relacje:

y(0) = A[k®][h()]P el T(© Fa+p—1nk
a stad i rownan (23abc):
y = Ak?h?

Wynika stad, ze w warunkach dtugookresowej réwnowagi analizowanego
w tym punkcie modelu wzrostu gospodarczego spelniony jest zwiazek:

3 = A (Y
badZ po uwzglednieniu réwnan (27ab):

B
= A (Il—a—B)sgA 7 (l—a—B)s,A  \ e
Y _A<®(g+n)+(1 _CKK_ B)6K> (@(g+n)—|—(1 _aH_ 3)5H> (28)

Z réwnan (27ab) oraz (28) wyciaggna¢ mozna m.in. wniosek, iz im wyzsze
sg stopy inwestycji w zasoby kapitalu rzeczowego sg i ludzkiego sy, tym wyzej
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potozone sa dlugookresowe $ciezki czasowe technicznego uzbrojenia pracy,
kapitatu ludzkiego na pracujacego i wydajnos$ci pracy.

Z zalozenia 2 modelu wzrostu gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila
wynika, iz konsumpcja C dana jest wzorem C = (1 - sx - sg)Y. Stad za$ plynie
wniosek, ze ¢ = (1 - sg - sp)y, natomiast ¢* = (1 — s, — s,,)¥", czyli po uwzgled-
nieniu zwigzkéw (23cd) i (28):

B
- (1—a—ps et (1—a—B)s,A e
= (s msy)A <®(g+n)+(1*a'K*ﬁ)6 > <®(g+n)+(1*a/H*B)5H> (29)

Wyznaczenie zlotych regul akumulacji w rozwazanym tu modelu wzrostu
gospodarczego sprowadza sie do maksymalizacji wyrazenia (29) wzgledem
stop inwestycji sg i Sy, przy czym Sk, sy oraz sx + sy € (0;1). Innymi slowy
zlotg regulg akumulacji kapitalu jest taka struktura stép inwestycji, lezaca
wewnatrz tréjkata B o wierzchotkach (0;0), (0;1), (1;0), ktéra maksymalizuje
¢* dane réwnaniem (29).

Na krawedziach owego trojkata ¢* jest zbiezne do zera, gdyz:

e (1—a—B)sgA =a=h (1—a—p)s,A e
Jim ¢ xK'ﬂJ(l — sk T sy)A (@(g+n)+(lfakfb’)6 ) (@(g+n)+(1*a/H*B)5H> ‘* 0
(1 —a—pB)siA a7 (1—a—pB)s A R
SHIL“{,CSHIL“%J‘(ISK )<®(g+n)+(1*afﬁ)(3 0 tm+ 0 —a— B0, =0
e o (1 —a—B)siA )" ’”( (1—a—B)s,A )" |
s <XKJ§,‘,‘L]|“ s silogtn tnlelpn)  lewtmtaitos) -0

Z warto$ci powyzszych granic wynika, iz jesli przynajmniej jedna z ana-
lizowanych stép inwestycji jest zbiezna do zera lub ich suma jest zbiezna do
jednosci (co implikuje, ze udziat konsumpcji w produkcji (1 - sg — spy) jest zbiezny
do zera), to zaréwno zmienna sztuczna ¢, jak i dlugookresowa konsumpcja
na pracujgcego ¢ dgza do zera. Oznacza to rowniez, ze jesli istnieje dodatnie
maksimum ¢* w tréjkacie B, to musi ono istnie¢ wewnatrz tegoz tréjkata.

Poniewaz logarytm naturalny jest $ciSle rosngca funkcjg swojego argu-
mentu za$ ¢ > 0 dla kazdego (sk, sy) lezacego wewnatrz tréjkata B, zatem
problem maksymalizacji wyrazenia (29) tozsamy jest z maksymalizacjg funkcji

V (sg, sg) = In (¢") danej wzorem:

(I —a—B)sgA
V(siosu) = In(l = s = su) + 7= = Bln<®(g Fm - aK— B, >+

B 1—a—AB)s .
+1 —a—51“(®(g+n)+(1 _aH_B)aH)—i-ln(A)

(30)

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji (29-30) przedstawiajg sie naste-
pujaco:
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ov —1 a _
ask_l_sK_SH_F(l*C?*B)SK_O (312)

ov —1 n B
dsy 1 =sg=sy  (1—a—Fsy

=0 (31b)

za$ warunki dostateczne sprowadzaja sie do tego, iz w punktach stacjonarnych
funkcji V (tj. w punktach, w ktérych aV/dsg = dV/dsy = 0) musza by¢ spelnione
nier6wnosci:

2?v 1 _ a
05t (I—se—s,f G—a—psz"° (322)
2%v _ 1 . B
s (1—=sg—s,) (Q—a—PB)sy <0 (32b)

62V82v_< 02

2 52
dsy dsy

' 1 (¢ BN, a8
Tod) G e Bl ) a0 (429

Poniewaz warunki dostateczne maksymalizacji funkcji V dane nieréwnos-
ciami (32abc) spelnione sg w kazdym punkcie lezacym wewnatrz tréjkata B,
zatem punkt stacjonarny rozwigzujacy uktad réwnan ztozony z réwnan (31ab)
bedzie wyznaczal maksimum owej funkcji. Uklad réwnan (31ab) mozna réwniez
zapisa¢ w nastepujacej postaci macierzowe;j:

-
B

i rozwigzaé korzystajac z wyznacznikéw Cramera. Plynie stad wniosek, iz:

1—8 «
b 1—ua

Sk
Sy

=8 | _ :
W—‘ PRI S e AN (Y
WK—Zlfa‘—a(l—af—/)’)

WHzlgﬁ;f:B(lab’)

co implikuje réwnania:

SIER
.
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Poniewaz (a, ) € B oraz warto$¢ zmiennej sztucznej ¢* (danej réwnaniem
(29)) w punkcie (a, f) jest dodatnia, zatem struktura (sg, sg) = (@, B) jest taka
strukturg stép inwestycji, ktéra wyprowadza rozwazang tu gospodarke na naj-
wyzej potozong dtugookresowg Sciezke konsumpcji na pracujagcego. Oznacza to
réwniez, iz ta struktura stép inwestycji jest zlotg regutag akumulacji Phelpsa.

Ponadto z prowadzonych w punkcie 4 rozwazan mozna wyciaggnaé naste-
pujqce wnioski (por. tez [Tokarski, 2005, s. 106-107]):

Struktura stép inwestycji (sx + sy) = 0+ jest bardzo atrakcyjna z punktu

widzenia biezacej konsumpcji, gdyz udzial konsumpcji w produkcie jest

zbiezny do jednos$ci. Jednak w diugim okresie prowadzi do tego, ze stru-
mienie produkcji i konsumpcji w gospodarce sg zbiezne do zera. Dzieje sie
tak dlatego, iz przy (sg + sy) > 0 przyrosty zasobéw kapitatu rzeczowego

i ludzkiego réwne sa, odpowiednio, K = —0xK i H=~ —0y,H, co w dlugim

okresie musi sprowadzi¢ zasoby K i H oraz strumienie Y i C do zera.

* Rowniez wszystkie struktury stép inwestycji, przy ktérych sg -0+ lub
sy = 0%, prowadzg do tego, ze K = —0xK lub H =~ —0,H. To za$ impli-
kuje, ze K = 0+ lub H = 0+ i przy funkCJl produkcji Y = K"‘ HPL® (w ktorej
do wytworzenia jakiegokolwiek produktu niezbedne sg zaréwno nakltady
kapitatu rzeczowego, jak i ludzkiego) powoduje, iz dlugookresowe strumienie
produkcji i konsumpcji zmierzaja do zera.

o Jesli za$ (sg + sy) = 1- to, co prawda, wydajno$¢ pracy, techniczne uzbro-
jenie pracy oraz kapital ludzki na pracujgcego poruszajg sie po wysoko
polozonych Sciezkach czasowych, ale udzial konsumpcji w produkcji jest
zbiezny do zera. Plynie stad wniosek, ze jesli (sx + sy) = 1-, to konsumpcja
na pracujgcego jest zbiezna do zera.

» Jezeli struktura stép inwestycji zbliza si¢ do (@, ), to zmienna sztuczna ¢*
roé$nie a dtugookresowa $ciezka czasowa konsumpcji na pracujacego podnosi
sie. W punkcie (¢, ) zmienna sztuczna ¢* osigga swoje maksimum, za$ kon-
sumpcja na pracujacego wchodzi na najwyzej potozong Sciezke czasowa.

* Przedstawione tu tezy sa prawdziwe zaréwno w warunkach stalych, jak
i malejacych lub rosnagcych efektéw skali. Jedyna réznica miedzy statymi
a niestalymi efektami skali sprowadza si¢ do tego, ze w warunkach statych
efektéw skali @ i 8 sg zaréwno elastyczno$ciami produktu Y wzgledem nakta-
déw kapitalu rzeczowego K i ludzkiego H, jak i udzialami owych naktadéw
w produkcie, za§ przy malejacych lub rosnacych efektach skali parame-
try te mozna interpretowaé jedynie jako elastycznosci funkcji produkcji.

Podsumowanie i wnioski

Prowadzone w opracowaniu analizy mozna podsumowaé nastepujgco:

* Model wzrostu gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila jest rozszerzeniem
neoklasycznego modelu wzrostu Solowa. Rozszerzenie to polega na tym,
iz (po pierwsze) do argumentéw funkcji produkcji Cobba-Douglasa dotacza
sie zaséb kapitalu ludzkiego oraz (po drugie) endogenizuje sie proces aku-
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mulacji owego kapitalu zakladajac, iz przyrost zasobu kapitatu ludzkiego
jest réznicag miedzy inwestycjami w kapitat ludzki a jego deprecjacija.

* Podstawowe wnioski, jakie wynikajg z oryginalnego modelu Mankiwa-
Romera-Weila, przedstawiajg si¢ nastepujgco. Po pierwsze, gospodarka dazy
do dlugookresowych $ciezek czasowych wydajnosci pracy, technicznego
uzbrojenia pracy, kapitatu ludzkiego na pracujacego oraz konsumpcji na
pracujacego, na ktérych stopy wzrostu owych zmiennych makroekonomicz-
nych réwne sa stopie postepu technicznego w sensie Harroda. Po drugie,
polozenie dtugookresowych Sciezek czasowych wydajnosci pracy, technicz-
nego uzbrojenia pracy oraz kapitalu ludzkiego na pracujacego jest tym
wyzsze, im wyzsze sg stopy inwestycji w zasoby kapitalu rzeczowego i ludz-
kiego. Po trzecie, wspomniane uprzednio Sciezki czasowe sg tym nizej poto-
zone, im wyzsze sa stopy deprecjacji kapitalu rzeczowego i ludzkiego oraz
stopa wzrostu jednostek efektywnej pracy (por. tez [Mankiw, Romer, Weil,
1992], [Nonneman, Vanhoudt, 1996] lub [Tokarski, 2005, rozdzial drugi]).

* Jesli jednak zalozy sig, iz w modelu Mankiwa-Romera-Weila moga wyste-
powaé malejgce lub rosngce efekty skali (co jest tozsame z tym, ze funkcja
produkcji nie jest jednorodna stopnia pierwszego), to stopien jednorodnosci
funkcji produkcji Cobba-Douglasa istotnie wplywa na dlugookresowsg stope
wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych (produkcji, kapi-
tatu rzeczowego i ludzkiego oraz konsumpcji przypadajacych na jednego
pracujacego). Okazuje si¢ bowiem, iz wéwczas, im wyzszy jest stopien jed-
norodnos$ci funkcji produkcji, tym wyzsze sg dtugookresowe stopy wzrostu
owych zmiennych makroekonomicznych. Co wiecej, przy malejacych lub
rosnacych efektach skali dlugookresowe stopy wzrostu gospodarczego sg
réwniez tym wyzsze, im wyzsza jest stopa harrodianskiego postepu technicz-
nego oraz elastycznosci funkcji produkcji wzgledem naktadéw czynnikéw
produkcji, za$ malejace (rosngce) efekty skali makroekonomicznej funkcji
produkcji implikuja, ze wysoka stopa wzrostu liczby pracujacych obniza
(podnosi) dlugookresowe stopy wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia
pracy, kapitatu ludzkiego na pracujacego i konsumpcji na pracujacego (por.
tez Tokarski [2003 lub 2005, rozdziat si6dmy]).

* Definiujgc zlote reguly akumulacji Phelpsa jako takg strukture stép inwe-
stycji, ktéra wyprowadza gospodarke Mankiwa-Romera-Weila na najwy-
7ej polozona dlugookresowsg Sciezke czasowag konsumpcji na pracujacego,
okazuje sie, iz jest nig struktura stép inwestycji odpowiadajgca elestycz-
no$ciom wytworzonego strumienia produktu wzgledem naktadéw kapitatu
rzeczowego i ludzkiego. Dzieje sie tak zaréwno wéwczas, gdy w gospodarce
wystepujg state efekty skali, jak i w sytuacji, w ktorej gospodarka cha-
rakteryzuje si¢ malejgcymi lub rosngcymi efektami skali funkcji produkcji
Cobba-Douglasa. Nalezy jednak zaznaczyé, iz o ile w warunkach stalych
efektow skali wspomniane uprzednio elastycznos$ci tozsame sg z udziatami
zasob6w kapitatu rzeczowego i ludzkiego w produkcie, o tyle w warunkach
malejacych lub rosngcych efektéw skali powyzsza interpretacja parametréw
a i f nie musi byé prawdziwa.
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SCALE EFFECTS AND ECONOMIC GROWTH

Summary

The paper focuses on the neoclassical production function and its influence on the
economic growth model proposed by N. Gregory Mankiw, David Romer and David N.
Weil [1992]. The model is an expanded version of the traditional neoclassical model
developed by Robert M. Solow [1956]. In the context of the production function,
the author examines the influence of scale effects on long-term growth and basic
macroeconomic variables such as output, physical capital, human capital and
consumption per worker. He also reviews scale effects in terms of Edmund S. Phelps’
golden rules of capital accumulation [1961, 1966].

The analysis includes differential equations of the type used by Bernoulli and Riccati
to describe increases in physical and human capital stock per unit of effective labor
(in the case of constant scale effects) and increases in capital stock growth rates (in
the case of decreasing and growing scale effects).

The paper ends with a number of important conclusions. First, under constant scale
effects, the long-term rates of growth for basic macroeconomic variables are equal
to the rate of Harrod-neutral technological progress (which is an exogenous variable
in the Mankiw-Romer-Weil model). Second, under decreasing/growing scale effects,
these rates are lower/higher than the rate of Harrod-neutral technological progress.
Third, repealing the constant-scale-effects assumption in the Mankiw-Romer-Weil growth
model does not change the golden rules of capital accumulation because, regardless of
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whether scale effects decrease, grow or are constant, the golden rule of accumulation
holds that the structure of investment rates corresponds to the elasticities of output
with regard to physical and human capital inputs.



