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Wprowadzenie

Celem niniejszego artykutu jest odniesienie do literatury z zakresu teorii
wzrostu, a takze przedyskutowanie konsekwencji faktu, ze zréwnowazony wzrost
gospodarczy jest w istocie warunkiem ,na ostrzu noza” (zob. [Growiec, 2007]).
Innymi stowy, istnienie $ciezki zréwnowazonego wzrostu, tj. takiego rozwigzania
dynamicznego uktadu gospodarczego, ze wszystkie zmienne rosng stalg stopa,
wymaga nalozenia na przestrzen parametréw danego modelu przynajmniej
jednego warunku réwnosciowego. Konieczno$¢ ta pocigga za sobg daleko idace
skutki, ktére postaramy sie oméwic.

Tltem ponizszych rozwazan jest krytyka liniowosci, sformulowana przez
Jonesa [2005]. Krytyka ta zasadza sie na stwierdzeniu, ze niemal wszystkie
modele wzrostu, ktére zostaly kiedykolwiek omdéwione w literaturze i byly
w stanie wygenerowa¢ wzrost w stanie ustalonym ($ciezke zréwnowazonego
wzrostu), zawieraly przynajmniej jedno liniowe réwnanie rézniczkowe/rézni-
cowe (zob. tez czg$é trzecia ponizej). Scista liniowosé jest zas warunkiem ,na
ostrzu noza”, rbwnowaznym zadaniu, by w réwnaniu postaci:

X = aX®, a>0, (1)

parametr ¢ wynosil dokfadnie jeden. Zrédlem krytyki sformutowanej przez
Jonesa jest fakt, ze dlugookresowa dynamika zmiennej X bytaby jakosciowo
r6zna, gdyby ¢ < 1 albo ¢ > 11,

Autor jest pracownikiem Zaktadu Wspomagania i Analiz Decyzji Instytutu Ekonometrii Szkoty
Glownej Handlowej w Warszawie. Artykul wplynal do redakcji we wrze$niu 2007 r. Autor
pragnie podzickowa¢ Fundacji na rzecz Nauki Polskiej za wsparcie finansowe oraz T. Szapiro
za pomocne uwagi.

I Dla krytyki liniowosci nie ma znaczenia, jaka interpretacje ekonomiczng ma X. I tak na przy-
ktad, Jones [2003] zestawia ze sobg modele, w ktorych X jest kapitatem fizycznym (model AK),
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Dla przejrzystosci wywodu, zdefiniujmy teraz warunek ,na ostrzu noza”? jako
taki warunek ograniczajacy nalozony na wartosci parametréw, ze zbiér wartosci
spelniajacych go ma puste wnetrze w przestrzeni wszystkich mozliwych wartosci.
Wartosci parametréw, wobec ktérych wymagamy spelnienia zadanego warunku
,na ostrzu noza”, bedziemy nazywac nietypowymi. Zbior typowych wartosci para-
metréw jest natomiast gesty w przestrzeni wszystkich mozliwych wartosci: zaden
z gbéry zadany warunek ,na ostrzu noza” nie jest w typowym przypadku spetniony.
Zrozumienie tej definicji ulatwia istotnie fakt, ze w ponizszych rozwazaniach
bedziemy formutowaé warunki ,na ostrzu noza” wylacznie w postaci réwnans3.

Bezposrednig podstawg niniejszego artykutu sg twierdzenia 1 i 2, zaczerp-
nigte z pracy Growca [2007]. Twierdzenia te méwia, Ze wzrost w stanie
ustalonym jest zjawiskiem ,na ostrzu noza” i wymaga nietypowych wartosci
parametréw; nawet dotgczanie do modelu réwnan rézniczkowych badz rézni-
cowych dowolnie wysokiego skoniczonego rz¢du nie rozwigzuje podstawowego
problemu: dla uzyskania trwalego wyktadniczego wzrostu (tj. istnienia Sciezki
zrownowazonego wzrostu ze $ci$le dodatnimi stopami wzrostu) konieczne jest
przyjmowanie zalozen ,na ostrzu noza”.

Wspomniane twierdzenia stanowiag wsparcie trzeciej z pieciu ,oczywistych”
zasad myslenia o wzroScie gospodarczym, sformutowanych przez Temple’a [2003]:
,Nie odrzucaj modelu wzrostu dlatego, ze jego dtugookresowe wyniki wymagaja
zatozen ,na ostrzu noza”. JeSli zakladamy istnienie $ciezki zréwnowazonego
wzrostu, dla warunkéw ,na ostrzu noza” nie ma alternatywy. Konsekwencja tego
faktu jest konstatacja, ze nawet najmniejsze zmiany warto$ci parametréow sg
wystarczajace, aby odwrécié dynamike gospodarki i wyeliminowaé wzrost w stanie
ustalonym. Dochodzimy zatem do pesymistycznego wniosku, ze dlugookresowy
wzrost jest bardzo ,delikatny” i (w intuicyjnym sensie tego slowa) niestabilny.

Niniejszy artykut powstal w celu rozszerzenia oraz przedyskutowania konse-
kwencji powyzszych wynikéw. Udowadniamy tu dwie tezy. Po pierwsze, wyniki
Growca [2007] mozna istotnie wzmoni¢. Czynimy to, udowadniajac, ze warunki
typu ,¢ = 1 w réwnaniu (1)” nie tylko sg ,na ostrzu noza”, ale tez generuja
bifurkacje. Rozdzielaja one od siebie przypadki jakosciowo réznych dynamik
danego modelu: dla ¢ > 1 dynamika ta jest wybuchowa — stopy wzrostu rosng
wraz z czasem?, za$ dla ¢ < 1 wzrost gospodarczy stopniowo wygasa — stopy
wzrostu spadajg do zera.

kapitatem ludzkim (model Uzawy-Lucasa), poziomem technologii (model Romera), a takze
liczbg ludnosci (liniowe réwnanie przyrostu naturalnego), a nastepnie wskazuje, ze wszystkie
te modele sag w jednakowym stopniu dotkniete krytyka liniowoSci.

2 Alternatywnie, warunek taki mozna by nazwac¢ ,krawedziowym”. Pozostaniemy tu jednak
przy nieco niezgrabnej formie ,warunek na ostrzu noza”, gdyz to bezposrednie ttumaczenie
angielskiego knife-edge condition pojawiato sie juz w polskojezycznej literaturze, w tym samym
znaczeniu co w niniejszym artykule, np. w kontek$cie modelu wzrostu Harroda-Domara.

3 Przyktadowo, R = {x € Rt : alx = b}, gdzie a jest pewnym wektorem, a b jest liczba, jest
n — l-wymiarowg podprzestrzenig zanurzong w R%, a zatem int X = 0, czyli alx = b jest
warunkiem na ,ostrzu noza”.

4 W przypadku gdy model sformutowany jest w czasie cigglym, oznacza to, ze pewne zmienne
osiaggng nieskonczone wartoéci w skonczonym czasie.
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Po drugie, wyniki te rzucajg nowe $wiatto na debate o zrédtach dtugookre-
sowego wzrostu, obecng w literaturze co najmniej od konca lat osiemdziesiagtych
[Lucas, 1988], [Romer, 1990]. Réwnolegle do dyskusji $cisle ekonomicznej,
przywolujacej fakty empiryczne, toczy sie bowiem w literaturze dyskusja o poza-
danych i niepozadanych wtasciwosciach formalnych modeli wzrostu, w ktorej
pojawiajg sie réwniez argumenty matematyczne i logiczne (zob. np. [Jones,
1999, 2003]). W niniejszym artykule zestawiamy te dyskusje¢ z faktem, ze zréwno-
wazony wzrost jest warunkiem ,na ostrzu noza”. Zestawienie to ujawnia bezpo-
$redni zwigzek miedzy przyjmowanymi w modelach warunkami ,na ostrzu noza”
a implikowanymi przez nie ostatecznymi Zrédlami wzrostu w dlugim okresie.

Cze$¢é pierwsza przywotuje wspomniane powyzej twierdzenia Growca [2007].
W czesci trzeciej wskazano warunki ,na ostrzu noza”, dzieki ktérym znane z li-
teratury modele generujg zréwnowazony wzrost w dtugim okresie. Podkreslono
przy tym, ze czasami warunki te nie sg widoczne na pierwszy rzut oka, co
obniza przejrzystos¢ debaty o zrédlach wzrostu. W nastepnej cze$ci opisano
szczegblng implikacje zalozenia o istnieniu $ciezki zréwnowazonego wzrostu
- ,krytyke osobliwosci”. W czeSci piatej zidentyfikowano i przeanalizowano
zapowiedziang powyzej bifurkacje. Ostatnia cze$¢ zawiera uwagi konicowe.

Wzrost w stanie ustalonym jest warunkiem ,na ostrzu noza”:
dwa twierdzenia

W artykule Growca [2007] udowodniono dwa ogélne twierdzenia, bedace
znaczacym uogdlnieniem wynikéw uzyskanych wcze$niej przez Christiaansa
[2004] i Laffargue’a [2004]. Twierdzenia te méwig o niemozliwosci skonstruo-
wania modelu wzrostu, ktéry generuje $ciezke zréwnowazonego wzrostu, mimo
braku warunkéw ,na ostrzu noza”. Pod lupe wzieto zaré6wno modele z czasem
cigglym, jak i dyskretnym. Uwzgledniono takze réwnania rézniczkowe i réz-
nicowe dowolnego skonczonego rzedu.

Przywotajmy te twierdzenia:

Twierdzenie 1. Nie da si¢ skonstruowacé modelu z czasem cigglym, ktérego
dynamika opisana jest autonomicznymi rownaniami rozniczkowymi (dowolnego
rzedu), w ktorym wystepuje Sciezka zréownowazonego wzrostu taka, ze

(a) pewne zmienne stanu rosng na niej wyktadniczo ze stalq dodatniq stopg
wzrostu,

(b) nie wymaga ona zaloZenn na ostrzu noza (zalozenn osobliwosci pewnej
macierzy).

Dowéd. Zob. Growiec [2007].

Twierdzenie 2. Nie da sie skonstruowac modelu z czasem dyskretnym, ktérego
dynamika opisana jest autonomicznymi réwnaniami roZnicowymi (dowolnego
rzedu), w ktérym wystepuje Sciezka zrownowazonego wzrostu taka, ze

(a) pewne zmienne stanu rosnq na niej geometrycznie ze stalq dodatniq stopq
wzrostu,
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(b) nie wymaga ona zalozen na ostrzu noza (zatozenn homogenicznosci stop-
nia 1 pewnego odwzorowania).
Dowéd. Zob. Growiec [2007].

Zestawimy teraz te twierdzenia z modelami wzrostu znanymi z literatury.

Warunki ,na ostrzu noza” w literaturze

Teoretycy wzrostu ograniczaja si¢ na ogdl do przypadku modeli z funk-
cjami akumulacji zmiennych stanu typu Cobba-Douglasa ze skoniczong liczba
parametréow. Jak sie wkrétce okaze, istotnie utatwia to wskazanie przyjmowa-
nych przez nich warunkéw ,na ostrzu noza”, niezbednych dla istnienia $ciezek
zroéwnowazonego wzrostud.

Poniewaz przywolane twierdzenia majg charakter $cisle teoretyczny, ponizsze
oméwienie abstrahuje od empirycznej strony debaty o zZrédlach wzrostu. Zrédla
zrownowazonego wzrostu w omawianych modelach bedziemy identyfikowaé
w nastepujacy sposob. Najpierw zrézniczkujemy wzgledem czasu logarytmicznie
stronami te réwnania rézniczkowe danego modelu, ktére okreslajg jego dynamike.
Nastepnie przyréwnamy drugie pochodne logarytmiczne do zera w kazdej chwili
czasut = 0. Stosowane powszechnie funkcje Cobba-Douglasa ulatwia zrozumie-
nie nietypowosci modeli, w ktérych wystepuje Sciezka zréwnowazonego wzrostu.

Pochodne logarytmiczne wzgledem czasu oznaczamy X = X/X. Jesli X > 0,

mamy takze X = % Drugie pochodne logarytmiczne oznaczamy X = XX,

Zakladamy, ze wszystkie zmienne udziatu, z definicji zawarte miedzy zerem

a jedynka (np. udzial pracownikéw sektora badawczo-rozwojowego w tacznej
populacji), sg stale na $ciezce zréwnowazonego wzrostu.

Endogeniczny wzrost

Rozpoczynamy od teorii endogenicznego wzrostu opartego o dziatalnosé
badawczo-rozwojowa (B + R). Skupimy sie na modelach wzrostu w pelni
endogenicznego, pozbawionych efektéw skali®. Nurt ten zapoczatkowal Young
[1998], réwnolegle z Aghionem i Howittem [1998] oraz innymi badaczami.

5 Mozna poda¢ co najmniej trzy powody, dla ktérych upowszechnila si¢ tradycja wykorzysty-

wania funkcji Cobba-Douglasa w teorii wzrostu: po pierwsze, sg one w przyblizeniu zgodne
z danymi mikroekonomicznymi dotyczacymi proceséw produkcyjnych (pojawiaja sie jednak
kontrowersje, jak doktadne jest to przyblizenie, zob. [Duffy i Papageorgiou, 2000]); po drugie,
fatwo poddajg si¢ przeksztalceniom algebraicznym; po trzecie, sa szczegdlnie uzyteczne ze
wzgledu na twierdzenie o wzroscie w stanie ustalonym Uzawy [1961]: jesli dany neoklasyczny
model wzrostu posiada $ciezke zrownowazonego wzrostu ze stalymi udziatami czynnikéw, to
albo funkcja produkcji jest Cobba-Douglasa, albo postep technologiczny podnosi jedynie efek-
tywno$¢ pracy (pozostawiajac efektywnosé¢ kapitalu rzeczowego na niezmienionym poziomie).
Krytyke prekursorskiego modelu Romera [1990], oparta o niezgodno$¢ z empirig impliko-
wanych przez niego efektéw skali, sformutowal Jones [1995]. Model Romera [1990] zaktada
kontrfaktycznie, ze stopa wzrostu gospodarki w stanie ustalonym jest wprost proporcjonalna
do liczebnosci populacji.



Jakub Growiec, Warunki zréwnowazonego wzrostu gospodarczego 5

Mechanizmem generujgcym dtugookresowy wzrost jest tu réwnanie B + R (aku-
mulacji wiedzy), ktére przedstawiamy w wersji pochodzacej od Ha i Howitta
[2005]:

. LY

A= a(ﬁ) A , A €[0,1]. (2)

W powyzszym réwnaniu, A jest aktualnym poziomem wiedzy Ly, jest liczbg

naukowcéw, za$ L jest wielkoScig populacji (a zarazem wielko$cig sity roboczej).
Liczebnos¢ populacji jest tu uwzgledniona w celu wytworzenia dodatkowego
efektu zewnetrznego, tzw. efektu rozpowszechniania sie produktéw (product
proliferation effect). Stwierdzamy, ze na $ciezce zréwnowazonego wzrostu
zachodzi 1':A = [ oraz

0=A=AL,— L+ @—DA=01—dA=20—-pL. 3

Ostatnia réwno$¢ jest spelniona z A > 0 — co oznacza wystepowanie wyklad-
niczego wzrostu PKB per capita - jesli ¢ = 1, co jest warunkiem ,na ostrzu noza”
(warunek ten jest fundamentalny dla teorii w pelni endogenicznego wzrostu
generowanego przez dziatalno§¢ B + R); oraz jesli przynajmniej jeden z kolej-
nych warunkéw réwnosciowych jest spetniony: A =0, =1 lub L = 0.

Warunek 4 = 0 oznacza, ze produktywno$é B + R jest niezalezna od nakta-
déw na B + R, co jest sprzeczne z obserwacja; f= 1 oznacza natomiast, ze efekt
zewnetrzny rozpowszechniania si¢ produktéw dokladnie znosi sie¢ z efektem
naktadéw na B + R, dzi¢ki czemu w stanie ustalonym wzrost populacji nie
przeklada sie na przyrost wiedzy A (tj. druga pochodna A po czasie wynosi
zero); warunek L = 0 oznacza stalg liczebnosé¢ populacji. W literaturze zwy-
kto sie przyjmowaé, ze § = 1 (zob. [Aghion i Howitt, 1998], rozdziat 12) badz
B =L = 0 [Romer, 1990].

Jesli ¢ # 1, a zatem réwnanie rézniczkowe (3) nie jest Scile liniowe wzgle-
dem A, wtedy nie bedzie wzrostu w stanie ustalonym, chyba ze (przynajmniej
asymptotycznie) L = n > 0. Ale w takim przypadku, liniowo$¢ rozpatrywanego
réwnania rézniczkowego zostaje po prostu przesunieta do innego réwnania
modelu, to wzrost populacji staje si¢ kluczowym czynnikiem generujacym
wzrost, a sam model staje sie wersja modelu semi-endogenicznego wzrostu
Jonesa [1995], opisanego ponizej.

Semi-endogeniczny wzrost

Mechanizm generujacy diugookresowy wzrost w modelach semi-endoge-
nicznego wzrostu opartego o B + R jest opisany ukladem réwnan:

A — AAd—1
{A alAA?~ @

[ = nA?Lo,

przy czym A € [0,1].
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Autorzy prac w tym nurcie, np. Jones [1995], Kortum [1997], czy Segerstrom
[2000], zaktadaja liniowo$¢ drugiego réwnania wzgledem L, tj. 6 = 0 = 0. Jest
to zalozenie ,na ostrzu noza”, ale mozna si¢ tu postuzy¢ bardzo intuicyjnym
uzasadnieniem, ze ,to biologiczny fakt natury, ze ludzie rozmnazajg si¢ pro-
porcjonalnie do swej liczby” [Jones, 2003]. Tym niemniej, rozwazmy tu przy-
padek ogdlniejszy, uwzgledniajacy w prosty sposéb zaréwno potencjalny wplyw
poziomu wiedzy w gospodarce na dzietno$¢ i Smiertelnos¢, jak i pewien dodat-
kowy efekt zatloczenia (congestion), ktérego nie bedziemy doktadniej definio-
waé’. Na $ciezce zréwnowazonego wzrostu, L A= L oraz

— DA+ AL,

(¢ 5
= 0A + ol. ©)

|
S~ o>
|

0
0

Rozwigzujac ten uklad, otrzymujemy albo L = A = 0, co eliminuje dtu-
gookresowy wzrost, albo liniowa zalezno$¢ wektoréw ((¢p — 1),4) i (6, 0), tj.
warunek réwno$ciowy

Oh=0(p—1), (6)

ktéry, jak tatwo zauwazy¢, jest warunkiem ,na ostrzu noza” (w szczegdlnosci,
jest on speiony, gdy 6 = 0 = 0). Oznacza to, Ze teoria semi-endogenicznego
wzrostu jest rowniez dotknigta skutkami twierdzenia 1, mimo ze obywa si¢
bez warunku ,na ostrzu noza” ¢ = 1, charakterystycznego dla modeli w pelni
endogenicznego wzrostu przez B + R, oraz bez rownan SciSle liniowych (jesli
tylko 6 oraz ¢ sg rézne od zera). Krytyka liniowosci zostaje w ten sposéb
ominieta — model generuje dlugookresowy wzrost, mimo ze zadne réwnanie
nie jest $ciSle liniowe — ale warunku ,na ostrzu noza” w postaci (6) omingé
juz nie sposéb.

Trzeba bowiem pamietaé, ze jeSli uwzgledniamy w modelu wiele zmien-
nych stanu, warunek ,na ostrzu noza” kluczowy dla uzyskania wyktadniczego
wzrostu moze by¢ ,ukryty”, a jego znalezienie moze wymagaé skrupulatnego
sprawdzenia konsekwencji przyjetych miedzyréwnaniowych ograniczen warto-
Sci parametrow. Kwestia ukrytych zalozen ,na ostrzu noza” byla juz dyskuto-
wana w kilku kontekstach. Trzema spos$réd istotnych glosow w tej kwestii sg
artykuly Li [2000], ktory identyfikuje zalozenia ,na ostrzu noza” w modelach
z dwoma sektorami B + R; Barro i Sala-i-Martina [1995], ktérzy analizuja
szczegbtowo dwusektorowy model wzrostu Uzawy-Lucasa; wreszcie Eichera
i Turnovsky’ego [1999], ktérzy omawiajg modele, gdzie réwnocze$nie i wspol-
zaleznie akumulowane sa kapitatl fizyczny oraz wiedza.

7 W modelach semi-endogenicznego wzrostu z endogeniczng dzietnoscia, ten konieczny warunek
,na ostrzu” noza przeksztalca si¢ na ogét w wymaganie, by funkcja uzytecznosci z konsumpcji
byla logarytmiczna - tj. zeby miedzyokresowa elastyczno$¢ substytucji konsumpcji wynosita
doktadnie jeden, por. Connolly, Peretto [2003] i Jones [2003]. To nie jest tak fatwo interpre-
towalne zalozenie, jak L = nL...
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Modele z kapitalem ludzkim oraz dzialalnoscia B + R

Obok dziatalnosci B + R, za kluczowy czynnik dlugookresowego wzrostu
uwaza sie akumulacje kapitatu ludzkiego (poprzez edukacje badZz nabywanie
umiejetnosci przez praktyke — learning by doing, por. np. [Lucas, 1988], [Strulik,
2005]). Wprowadzmy zatem kapitat ludzki H do omawianych modeli. Na
poczatek postuzmy sie powszechnie wykorzystywanym wyktadnikiem Mincera
(Mincerian exponentlal por. [Mincer, 1974]). Mechanizm ten, opisany réwna-
niem H = Le''H, przeksztatca inwestycje w kapitat ludzki w przyrosty zasobu
kapitatu ludzkiego w sposéb statyczny, na Sciezce zréwnowazonego wzrostu
dostajemy wiec (por. [Jones, 2005]):

HAH=1+40, =1, (7)

bowiem £ € [0, 1] - udzial czasu po§wigconego edukacji - jest staty na Sciezce
zrownowazonego wzrostu. Skoro zatem L =4, dostajemy trywialny wniosek:
wprowadzenie sektora akumulacji kapitatu ludzkiego jest (w sensie dtugookre-
sowych stép wzrostu) réwnowazne przepisaniu po prostu L jako H w réwnaniu
(4): Sciezka zréwnowazonego wzrostu obu modeli wyglada identycznie.
Rozpatrzmy wiec nieco ogélniejszy model, w ktérym dltugookresowy wzrost
jest determinowany przez réwnania dynamiczne:
{A = ah?LAA® ],

h = f(0,)h* 1A%, (8)

gdzie 0,L =L, dlax=H, A, Yoraz Ly + L, + Ly = L. Kapital ludzki per capita
oznaczyliémy tu jako h. Skoro H = hL, to H = h + L. W drugim z powyzszych
réwnan, f jest pewng rosnaca i rézniczkowalng funkcja opisujgcg stope zwrotu
z inwestycji w kapital ludzki, ¢ € [0, 1] jest sila efektéw zewnetrznych wiedzy
(knowledge spillovers), za$ u = 0 odzwierciedla spostrzezenie, ze postep tech-
nologiczny moze poprawia¢ efektywno$¢ uczenia si¢, przekazywania innowa-
cyjnych pomystéw i dzielenia si¢ informacjami. Zwr6émy uwage, ze dotad nie
wyspecyfikowali$my proceséw demograficznych ksztaltujacych dynamike L.

Jesli zrézniczkujemy logarytmicznie wzgledem czasu powyzszy uktad réow-
nah i przyréwnamy drugie pochodne do zera, to dostaniemy:

0=A=(p—DA+h+ AL ©)

A~

0=h=puA+(p— 1h
Po przeksztatceniach otrzymujemy:

_ (1 — )AL
1= —9)—4
(1 =)0 —9)—

o Y
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jesli tylko mianownik (1 —¢) (1 —¢) — Au # 0, czyli je$li macierz wspélczyn-
nikéw w (9) jest nieosobliwa.

Jesli (1 — @) (1 — ¢) — Au # 0, powyzszy model jest wiec modelem semi-endo-
genicznego wzrostu, w ktérym wzrost gospodarczy w dtugim okresie wymaga
wzrostu populacji. Mozna powiedzieé, ze jest on konceptualnie réwnowazny
modelowi Jonesa [1995], mimo Ze jest on istotnie bardziej skomplikowany
oraz uwzglednia akumulacje kapitatu ludzkiego. Ponownie widzimy jednak, ze
dtugookresowy wzrost lub jego brak jest konsekwencjg odpowiedniego wyspe-
cyfikowania proceséw demograficznych, tj. dodania odpowiedniego réwna-
nia opisujacego L. Jesli bedzie to $cisle liniowe réwnanie L = nL, staniemy
w obliczu krytyki liniowosci (tw. 1), a do tego ostatecznym Zrédlem wzrostu
w dlugim okresie okaze sie przyrost naturalny, a nie dzialalno$¢ B + R czy
nawet akumulacja kapitatu ludzkiego. Jesli bedzie to réwnanie nieliniowe, model
w ogodle nie wygeneruje wykltadniczego wzrostu.

Z drugiej strony, narzucenie warunku ,na ostrzu noza” o osobliwo$ci macie-
rzy wspétczynnikéw, tj. (1 — ¢) (1 — ¢) — Au = 0, sprawia ze wektory ((¢p — 1), 1);
(u, (p — 1)) sa liniowo zalezne, a dlugookresowy wzrost jest mozliwy nawet,
gdy L = 0. W tym szczegblnym przypadku, réwnoczesne wlaczenie do modelu
sektora edukacyjnego (akumulujacego kapital ludzki) oraz sektora B + R, wza-
jemnie na siebie oddziatujacych (mutual spillovers), pozwala zastapié¢ oryginalne
zatozenie Romera [1990], ze ¢ = 1 w (8) réwnowaznym mu zalozeniem, ze

p=1— /1 (]esh(p # 1). Kiedy parametry dobierzemy tak, by nasze zalozenie

osobhwosc1, quqce warunkiem na ,ostrzu noza”, bylo spelnione, sprzezenie
zwrotne dzialalnoéci B + R i akumulacji kapitatu ludzkiego sprawi, ze oba te
sektory wziete tacznie bedg ostatecznym zrédlem wzrostu w dlugim okresie.

Poza tym tatwo sprawdzié, ze przyjecie ¢ = 1, u = 0 redukuje omawiany
model do standardowego modelu Uzawy [1965] — Lucasa [1988], gdzie endoge-
niczny wzrost generowany jest wylacznie dzieki akumulacji kapitatu ludzkiego
(edukacji), opisanej liniowym réwnaniem rézniczkowym.

Szczegolny charakter wykladniczego wzrostu

W powyzszej dyskusji zastosowaliSmy twierdzenia 1-2 do waznych w lite-
raturze modeli wzrostu. Waznym jej wnioskiem jest fakt, ze rodzaj przyjmo-
wanych przez autoréw warunkéw ,na ostrzu noza” odpowiada bezposrednio
ostatecznym Zrédtom wzrostu gospodarczego w dlugim okresie uzyskiwanym
w ich modelach. W modelach w pelni endogenicznego wzrostu zalozenia ,na
ostrzu noza” pojawiajg sie¢ w réwnaniu opisujacym dziatalno$é¢ B + R, wiec to
wlasnie dzialalno$¢ B + R jest Zrodtem wzrostu w dtugim okresie. W modelach
semi-endogenicznego wzrostu rozumowanie to dotyczy liniowego réwnania
przyrostu ludnosci. W modelach z B + R oraz edukacjg mamy albo powtérke
z semi-endogenicznego wzrostu, albo miedzyréwnaniowe zalozenie ,na ostrzu
noza” (1 —¢) (1 — ¢) — Au = 0, dzieki ktéremu Zrédtem wzrostu w dtugim okre-
sie sg dziatalno$¢ B + R oraz edukacja wziete tgcznie.
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Poniewaz twierdzenia 1-2 zostaly sformutowane w bardzo ogdélny sposéb,
podobne rozumowania mozna powtarzaé takze dla pozostatych klas modeli
wzrostu, pominigtych powyzej. I tak na przyktad, modele egzogenicznego wzro-
stu bazujg na liniowym réwnaniu postepu technologicznego A = gA, totez osta-
tecznym zrédlem wzrostu jest w nich dany egzogenicznie postep technologiczny
(por. [Barro i Sala-i-Martin, 1995]). W modelach endogenicznego wzrostu typu
AK, kluczowe dla diugookresowego wzrostu jest liniowe réwnanie akumulacji
kapitatu K = (A — §)K (gdzie § = 0 jest stopa deprecjacji). Do dyskusji mozna
tez wilaczy¢ przyklady oméwione przez Eichera i Turnovsky'ego [1999], Li
[2000] oraz Christiaansa [2004].

Wskazawszy zwigzek miedzy przyjmowanymi warunkami ,na ostrzu noza”
a wyktadniczym wzrostem, sformutujemy teraz ,krytyke osobliwosci” (por.
[Growiec, 2007]), bedaca prostym uogdlnieniem krytyki liniowosci, sformuto-
wanej przez Jonesa [2005]. Uogdlnienie to nie jest tak ogdlne, jak twierdzenia
1-2, lecz o tyle przydatne, Ze mozna go zastosowac¢ bezposrednio do wszystkich
modeli podanych powyzej.

Krytyka osobliwosci

Rozpatrzmy wzglednie ogdlny model wzrostu w czasie cigglym, ktérego
dynamika generowana jest przez uktad autonomicznych réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu, postaci

X = F(X), X(0) dane. (11)

Przez X = (X}, X,, ..., X,) bedziemy oznacza¢ wektor n zmiennych stanu
(takich jak kapital fizyczny, kapitat ludzki, poziom technologii, liczba ludnosci,
itd.). Zaktadamy tez, ze kazda i-ta zmienna jest przynajmniej dwukrotnie réz-
niczkowalna wzgledem czasu. Przez X bedziemy oznacza¢ wektor pierwszych
pochodnych X; po czasie, a przez X wektor ich pierwszych pochodnych logaryt-
micznych. Zaktadamy, ze wszystkie X; sa dodatnie na $ciezce zréwnowazonego
wzrostu. Przyjmujemy takze, ze odwzorowanie F : R" = R” jest r6zniczkowalne
w sposéb ciagly.

Zalézmy wiec, ze F € C! (R?) i zrézniczkujmy obustronnie réwnanie (11)
po czasie. Dostajemy:

X = DF(X) - X. (12)

Prawa strona réwnania (12) jest liniowa ze wzgledu na X . Przyjmiemy teraz
nastepujaca (standardowa) definicje $ciezki zréwnowazonego wzrostu: jest to
stan, w ktérym wszystkie X, sa stale. Latwo pokaza¢, ze jest to rownowazne

przy réwnaniu wszystkich )A(l. do zera. Dostajemy nastepujacy wynik:

DF(X)+X = 0 & (X = 0V DF(X) jest osobliwa). (13)
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Widzimy zatem, ze krytyka liniowo$ci, sformutowana przez Jonesa [2005],
uogdlnia sie jako krytyka osobliwosci. To wlasnie osobliwo$é macierzy DF (X)
jest niezbedna do otrzymania $ciezki zréwnowazonego wzrostu. Faktycznie, dla
modeli zawierajacych autonomiczne réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu,
wyktadniczy wzrost wymaga spetnienia nastepujacego warunku ,na ostrzu noza:
na $ciezce zréwnowazonego wzrostu, wyznacznik macierzy DF (X) (tj. jakobian
odwzorowania F) dokladnie znika3.

Zwr6émy uwage, ze w przeciwienstwie do rozwazan poprzedniej czesci,
tym razem nie zawezamy naszych rozwazan do funkcji Cobba-Douglasa ze
skonczong liczbg p parametréw. Implikowalo to, ze przestrzen wartosci para-
metréw byla podzbiorem Rr. Tym razem przestrzenig wartoéci parametrow
jest jednak cala przestrzen Banacha C! (R?), bedgca nieskonczenie wymiarowg
przestrzenig funkcyjng. Zbiér F C C! (Rn) funkcji, ktére majg zerowy jako-
bian wszedzie wzdluz $ciezki czasowej X, ma puste wnetrze. Wezmy bowiem
F € F. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje F, € C! (R") takie, ze |F, - F|q (@ < € oraz
det (DF, (X)) # 0 dla pewnych X wzdluz $ciezki czasowej. Zatem F, & F, czyli
F ma puste wnetrze. Dowodzi to faktu, ze osobliwo$¢ DF (X) istotnie jest
warunkiem ,na ostrzu noza’.

Przeksztalémy teraz (13), aby otrzymaé bezposredni wzér na X . Przemnozymy
wyrazenia w kazdej i-tej kolumnie (i = 1, 2, ..., n) macierzy DF (X) przez X; > 0.
Uzyskang w ten sposéb macierz oznaczymy przez W (X). Mamy:

det¥(X) = <1£_[Xi>detDF(X), (14)

i=1

co pozwala wywnioskowaé, ze det ¥ (X) = 0 & det DF (X) = 0, tj. osobliwo$¢
badZ nieosobliwo$é DF (X) jest dziedziczona przez W (X). Mamy tez

DFX)-X=0SWX)-X=0. (15)

Macierz ¥ (X) pozwala sformutowaé w zwiezlej formie nastepujace stwier-
dzenia.

Stwierdzenie 1. Jesli macierz W (X) jest osobliwa, istnieje continuum wektoréw
X - stop zréwnowazonego wzrostu — spetniajgeych (13), zawartych w przestrzeni
wlasnej wyznaczonej przez zerowg wartos¢ wlasng W (X)°.

Stwierdzenie 2. Jesli parametry modelu spetniajq wiecej niz jeden warunek
na ostrzu noza, tak ze zerowa wartosé wilasna W (X) jest wielokrotna, wtedy roz-
patrywana przestrzeri wlasna jest wymiaru wigkszego niz jeden!,

Podkres$lmy raz jeszcze, ze zestaw warto$ci parametréw, spetniajgcych waru-
nek osobliwo$ci ma puste wnetrze w przestrzeni wszystkich mozliwych warto-

8 Nieco mniej ogdlny wynik mozna znalez¢é w pracy Christiaansa [2004], twierdzenie 1.

9 Jako przyktad mozemy wziaé¢ rodzing modeli Jonesa, indeksowang stopg wzrostu populacjin = 0.

10 Jako przyktad mozemy wzigé rodzine neoklasycznych modeli wzrostu, indeksowang stopa
wzrostu populacji 7 i egzogeniczng stopg wzrostu poziomu technologii g.
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$ci. W konsekwencji mozna stwierdzié, ze jesli podczas ustalania ich wartosci
wystepuje losowo$é, przy czym choé jedna zmienna losowa ma rozktad ciggty,
warunek osobliwosci bedzie spetniony z zerowym prawdopodobiefstwem.

Co wigcej, jesli funkcja F nie jest Cobba-Douglasa, tj. nie ma stalych ela-
stycznos$ci czastkowych, wtedy W (X) zalezy istotnie od X. W takim przypadku
warunek osobliwosci (13) musi by¢ spetniony dla wszystkich wartoéci X na
Sciezce zréwnowazonego wzrostu, mimo ze skladowe X rosng wraz z czasem.
Zalozenie to jest wigc bardzo trudne do spelnienia: dyskwalifikuje ono liczne
postaci funkcji F.

Whniosek powyzszy jest wariantem twierdzenia Uzawy [1961] o wzro$cie
w stanie ustalonym (Steady-state Growth Theorem): jesli funkcja produkcji nie
jest Cobba-Douglasa, wtedy jak zmienne stanu X; rosng stalg stopa, pochodne
czastkowe w kolumnach DF powinny zmieniaé sie w taki sposéb, by wyznacz-
nik DF (X) byt stale réwny zeru.

Bifurkacja

Aby doktadniej zilustrowaé konsekwencje krytyki osobliwosci, bedacej szcze-
g6lnym przypadkiem twierdzen 1-2, oraz szczegdlny charakter wyktadniczego
wzrostu, rozwazmy teraz model wzrostu z dwiema zmiennymi stanu, oznaczo-
nymi przez x iy, i funkcja F dwuwymiarowg Cobba-Douglasa (zgodnie z tradycja
powszechng w literaturze teorii wzrostu, por. cze$é trzecia). Stwierdzimy dla
tego szczegblnego przypadku, ze kazdy nietypowy zestaw parametréow, gwaran-
tujacy wyktadniczy wzrost, jest w istocie zestawem bifurkacyjnym: rozdziela on
przypadki wybuchowego wzrostu oraz zerowego wzrostu w dtugim okresie!!.

Ujmujac kwestie formalnie, zapisujemy, ze dla pewnych a, b > 0,

v = ay\,B
X ax”y
{5) et bxyyﬁ’ x(O)J(O) dane, (16)
i w konsekwencji
2= xak ) L g, <a 5)
b = (7% + 0 y) = : 17)
{y—y(7x+5y) (+.9) )

Uzyskana macierz W (x, y) nie zalezy od x ani y, co jest cechg charaktery-
styczng (omalze definicyjng) funkcji Cobba-Douglasa. Ponadto gdy cho¢ jedno
z dwu réwnan (16) jest liniowe (por. krytyka liniowos$ci), to jeden z wierszy
W (x,y) jest zerowy, a macierz jest automatycznie osobliwa.

Pokazemy, ze zestaw parametréw (a, 3, y, d), ktéry implikuje osobliwo$é
W (x, y), a przez to pozwala na trwaly wyktadniczy wzrost, ad = fy, jest zesta-
wem bifurkacyjnym (zob. [Guckenheimer i Holmes, 1983]). Rozpoznanie tej

11 Intuicyjnie rzecz biorac, nalezy spodziewaé sig, ze tego typu bifurkacje beda si¢ pojawiaé
niezaleznie od postaci funkcyjnej F. Ze wzgledu na trudno$é¢ odpowiedniego dowodu, nie
podejmujemy tu jednak proby udowodnienia tej hipotezy.
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bifurkacji w przestrzeni stép wzrostu zmiennych x i y, tj. (£,y), dodaje kolejng
cegietke do argumentu, ze wykladniczy wzrost jest skrajnie wrazliwy na zmiany
parametrow.

Na poczatek oznaczmy D = det W (x, y) = ad — fy. Mozemy przyja¢ a < 0
i0 = 0 - zalozenia te wynikajg z ekonomicznej interpretacji macierzy W (x, y):
odrzucamy mozliwo$¢ rosnacych korzysci skali w akumulacji czynnikéw w skali
makro. Przyjmujemy réwniez = 01y = 0, tak aby mozliwy byl pewien korzystny
efekt zewnetrzny x (y, odpowiednio) w akumulacji y (x).

Wréémy teraz do ukladu réwnan rézniczkowych (17). Wezmy najpierw
D # 0, czyli @0 # By. Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku x = y = 0 wtedy,
i tylko wtedy, gdy x = y = 0. Ponadto obie osie x = 0 i§ = 0 sg niezmiennicze
wzgledem pole wektorowego (17), a wzdluz nich zachodzi zbieznos¢ do zera.
Ponadto prosta o réwnaniu

§ =Gt (18)

jest takze niezmiennicza (metody uzyskiwania tego typu wynikéw mozna znalez¢é
m.in. w podreczniku [Arnolda, 1975]). Wstawiajac (18) do (17) dostajemy, ze
wzdtuz prostej niezmienniczej (18),

a zatem wzdluz tej prostej wystepuje zbieznos¢ do zera wtedy, i tylko wtedy, gdy
D > 012, W tym przypadku zerowy stan ustalony jest asymptotycznie stabilny.
Jesli natomiast D < 0, wzdluz prostej niezmienniczej (18) wystepuje rozbiez-
no$é, a zerowy stan ustalony jest punktem siodtowym.

Przyjmijmy teraz zatozenie ,na ostrzu noza” D = 0 (ad = fy). Widzimy,
ze pojawia sie cale continuum stanéw ustalonych, bedgcych podprzestrzenia
liniowg rozpietg przez wektor wlasny (—a, ) (lub jesli @ = § = 0, przez wektor
wlasny (y, —d))13.

Tak duza liczba stanéw ustalonych jest tu wylgcznie wynikiem wyboru nie-
typowego zestawu parametrow, a kazde e-zaburzenie wartosci parametréw eli-
minuje wszystkie stany ustalone poza zerowym.

W omawianej sytuacji mamy do czynienia z bifurkacja, poniewaz w czasie
gdy wyznacznik zmienia znak, zerowa warto$¢ wilasna traci stabilno$é. Gdy
D > 0, model gwarantuje zbieznoé¢ stép wzrostu do zera (wzrost stopniowo
wygasa); gdy D < 0, model charakteryzuje sie eksplozywna dynamikg — stopy

127 zalozen f 2 010 <0, przy czym przynajmniej jedno z nich nie jest zerem, dostajemy, ze
y—a
B—0

mianownik w (19) jest dodatni. Ponadto wyrazenie jest dodatnie, zatem y ma ten sam

znak co .

13- Oczywiscie, jesli wszystkie cztery parametry sg zerami, cala plaszczyzna sklada sie ze stanéw
ustalonych, stabilnych w sensie Lapunowa. Ten przypadek jest nieciekawy, gdyz jest to po
prostu uktad dwoch liniowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu w x i .
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wzrostu rosng, przez co zmienne stanu osiaggajg nieskonczone wielko$ci w skon-
czonym czasie.

Wynik ten mozna zinterpretowaé nieformalnie w nastepujacy sposéb:
wzdluz wektora wlasnego zwigzanego z wartoScig wlasng, ktéra przekracza
zero, zmienne X; ,zawracajg’. Kiedy ta warto$¢ wilasna jest doktadnie zerem,
jest to ta chwila, w ktérej zmienne te ,zatrzymuja sie i stajg sie na chwile
stanami ustalonymi”.

Rysunek 1. Diagram fazowy w przestrzeni (£, 9). Jesli wyznacznik D # 0, to zerowy stan ustalony
x =y = 0 jest jedyny, przy czym gdy D < 0 to jest on niestabilny w sensie Lapunowa
(jest punktem siodlowym), a gdy D > 0 to jest on asymptotycznie stabilny. Gdy warunek
»na ostrzu noza” D = 0 jest spelniony, mamy continuum stanéw ustalonych, stabilnych
w sensie Lapunowa, ale nie asymptotycznie

Y >

Y

D<0 0

D>0

Omoéwiona powyzej bifurkacja moze by¢ réwniez zbadana za pomoca
diagraméw fazowych (rys. 1). Zwr6émy uwage, ze nie nalezy ona do zadnej
z powszechnie znanych klas bifurkacji (Hopfa, siodto-wezel, podwojenia okresu,
transkrytyczna), i ze zerowy stan ustalony nigdy nie jest hiperboliczny.
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Uwagi koficowe

W artykule Growca [2007] przedyskutowano wybrane kwestie teoretyczne
wiazace sie z dwoma przywotanymi tu twierdzeniami ,,0 niemozliwos$ci”. Poprzez
zestawienie ich z kilkoma nieformalnymi zasadami, ktére powszechnie respek-
tuje si¢ we wspolczesnej teorii wzrostu (por. [Temple, 2003], [Jones, 2005]),
zwrécono tam uwage na ich makroekonomiczne konsekwencje. Skonkludowano,
ze dla zalozen ,na ostrzu noza”, gwarantujacych wyktadniczy wzrost w dtugim
okresie, alternatywg jest wyja$nianie dtugookresowego wzrostu bez odwolywa-
nia si¢ do koncepcji Sciezki zréwnowazonego wzrostu. Bardzo niewiele zostalo
jednak zrobione w tym obszarze: zacytowaé mozna jedynie Kremera [1993] oraz
Jonesa [2001], ktérzy twierdza, ze historia $wiata w bardzo dtugim okresie (od
1 mln p.n.e. u Kremera; od 25000 r. p.n.e. u Jonesa) moze zosta¢ obja$niona
jak proces przejéciowy, a nie zjawisko dtugookresowe w sensie $ciezki zréwno-
wazonego wzrostu. Stwierdzono tez, ze twierdzenia 1-2 dyskwalifikujg krytyke
liniowosSci jako metode odrzucania modeli wzrostu, ktére zawierajg liniowe
réwnania rézniczkowe, bowiem wszystkie modele, ktére generuja wyktadniczy/
geometryczny wzrost w dltugim okresie zawierajg warunki ,na ostrzu noza”.

W niniejszym artykule odniesiono twierdzenia 1-2 do dyskusji na temat
zrédet wzrostu w dlugim okresie. Podkre$lono wzajemng odpowiednio$é przyj-
mowanych w modelach wzrostu warunkéw ,na ostrzu noza” z ostatecznymi
Zrédtami wzrostu w dlugim okresie w tych modelach oraz fakt, ze czasami
kluczowe warunki ,na ostrzu noza” sg formutowane w postaci skomplikowa-
nych miedzyréwnaniowych restrykcji parametréw.

Skrajng wrazliwo$¢ wykladniczego/geometrycznego wzrostu na zaburzenia
warto$ci parametréw podkresla istnienie bifurkacji, zidentyfikowanej w cze-
$ci piatej. Aby uzyskaé¢ wyktadniczy wzrost, trzeba przyjaé¢ pewien nietypowy
zestaw parametréw; minimalna zmiana jednego z nich w dét spowoduje, ze
dlugookresowy wzrost zostanie wyeliminowany, za§ minimalna zmiana w gére
spowoduje, ze wzrost bedzie wybuchowy - stopy wzrostu beda rosngé nie-
ograniczenie. Intuicyjnie rzecz biorac, S$wiadczy to, ze wykladniczy wzrost jest
skrajnie ,niestabilny”, a jego wystepowanie jest nietypowym zjawiskiem.
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THE ‘KNIFE-EDGE’ CONDITIONS OF BALANCED GROWTH

Summary

In a previous paper, Growiec (2007) showed that conventional growth models do
not satisfactorily explain exponential/geometric growth. A balanced growth path with
strictly positive rates requires “knife-edge conditions,” Growiec says. This is because
balanced growth paths are fragile and sensitive to the smallest disturbances in parameter
values.

Growiec’s latest paper, which deals with the “knife-edge” conditions of balanced
growth, looks at this theoretical approach in the context of other growth models found
in literature on the subject. The author’s approach sheds new light on the ongoing
debate on the sources of economic growth.

Keywords: long-run growth, balanced growth path, knife-edge conditions



