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Zlote reguly akumulacji kapitalu w grawitacyjnym
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Streszczenie: Artykul ma na celu probe wyznaczenia zlotych regut akumulacji kapitalu
w grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego. Model ten jest rozszerzeniem neokla-
sycznego modelu wzrostu gospodarczego Solowa [1956] o tzw. efekty grawitacyjne. Na
gruncie grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego rozwaza sie dwa warianty zto-
tych regut akumulacji kapitalu. W pierwszym wariancie szuka sie takiej kombinacji stép
inwestycji, ktéra maksymalizuje Srednig geometryczna z konsumpcji na pracujacego we
wszystkich gospodarkach w warunkach dlugookresowej réwnowagi modelu grawitacyj-
nego. W drugim za$ wyznacza si¢ takag kombinacje stop inwestycji, ktéra maksymalizuje
dlugookresowg konsumpcje na pracujagcego w kazdej z analizowanych gospodarek.
Podjete w artykule rozwazania prowadza do nastepujacych wnioskéw. W pierwszym wa-
riancie zlotg regula akumulacji kapitatu sg stopy inwestycji réwne (w kazdej z gospodarek)
elastycznos$ci produktu wzgledem naktadow kapitatlowych powiekszonej o dwukrotnosé sity
dziatania efektu grawitacyjnego. Natomiast w drugim wariancie optymalne stopy inwestycji
zalezne sg (podobnie jak w pierwszym wariancie) od elastyczno$ci produkcji wzgledem ka-
pitatu, sily dziatania efektu grawitacyjnego oraz (co nie wystepuje w pierwszym wariancie)
liczby gospodarek podlegajacych dziataniu efektu grawitacyjnego. Ponadto w wariancie
tym wzrost elastyczno$ci produkcji wzgledem kapitatu i/lub sity dzialania efektéw grawi-
tacyjnych prowadzi do wzrostu optymalnych stép inwestycji. Jesli zas liczba gospodarek,
na ktére oddziatuje efekt grawitacyjny rosnie, to spadajg stopy inwestycji, ktére maksyma-
lizuja dlugookresowa konsumpcje na pracujacego w kazdej z gospodarek.

W obu rozwazanych w artykule wariantach gasnace (do zera) efekty grawitacyjne powo-
duja zbiezno$é¢ uzyskanych zlotych regut akumulacji z oryginalnymi zlotymi regutami

*  Uniwersytet Jagiellonski, Katedra Ekonomi Matematycznej; e-mail: mroczekka@gmail.com

Uniwersytet Jagielloniski, Katedra Ekonomi Matematycznej; e-mail: tomtok67@o02.pl
Uniwersytet Jagiellonski, Katedra Globalizacji i Integracji Ekonomicznej; e-mail: mariusz.tro-
jak@uj.edu.pl

ok



28 GOSPODARKA NARODOWA nr 3/2015

Phelpsa. Oznacza to, iz wyznaczone przez autoréw zlote reguly akumulacji kapitatu
stanowig uogdlnienie zlotych regutl akumulacji kapitalu Phelpsa na grawitacyjny model
wzrostu gospodarczego.

Slowa kluczowe: model grawitacyjny, ztote reguty akumulacji kapitalu, wzrost gospodar-
czy, efekty grawitacyjne

Kody klasyfikacji JEL: C02, R11, E23, 047

Artykul nadestany 27 listopada 2014r., zaakceptowany 20 maja 2015r.

Wprowadzenie!

Celem artykutu jest préba wyznaczenia ztotych regut akumulacji kapitatu
w grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego. Model ten jest kompilacja
neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego Solowa [1956] z efektami gra-
witacyjnymi (wynikajacymi z modeli makroekonomicznych prezentowanych
m.in. w opracowaniach Tinbergena [1962], Pulliainena [1963] lub Linnemanna
[1963], por. tez np. Mroczek, Nowosad, Tokarski [2015], Mroczek, Tokarski
[2014] lub Mroczek, Tokarski, Trojak [2014]) oraz ze zlotg regutg akumulacji
kapitatu Phelpsa [1961] (por. tez Phelps [1966] lub Tokarski [2009; 2011]).

Struktura prezentowanego artykulu przedstawia sie nastepujgco. Czes$é
druga zawiera zalozenia grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego,
nawigzujacego do neoklasycznego, jednokapitalowego modelu wzrostu So-
lowa [1956]. W czesci trzeciej znajduje sie definicja zlotych regut akumu-
lacji kapitalu Phelpsa [1961] zaréwno na gruncie modelu wzrostu Solowa,
jak i na gruncie grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego. Na gruncie
grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego analizuje sie dwa warianty
zlotych regut akumulacji kapitatu. Po pierwsze, szuka si¢ takiej kombinacji
stop inwestycji, ktéore maksymalizujg $rednig (geometryczna) z konsumpcji
na pracujgcego we wszystkich analizowanych krajach (regionach) w warun-
kach dlugookresowej réwnowagi modelu grawitacyjnego. Po drugie, wyzna-
cza sie takg kombinacje stép inwestycji, ktéra maksymalizuje dtugookresowa
konsumpcje na pracujgcego w kazdej z analizowanych gospodarek. Ponadto
W tej czeSci opracowania poréwnuje sie takze dwa uzyskane rozwigzania
zar6éwno z oryginalnymi ztotymi regutami akumulacji kapitatu Phelpsa, jak
i poréwnuje sie te rozwigzania miedzy soba (z punktu widzenia dlugookreso-
wej wydajnosci pracy oraz konsumpcji na pracujacego). Artykut konczy czesé
czwarta, w ktérej autorzy przedstawili podsumowanie prowadzonych w nim
rozwazan oraz wazniejsze wnioski.

1 Autorzy dziekujg Prof. Armenowi Edigarianowi z Instytutu Matematyki Uniwersytetu Jagiellon-
skiego oraz Prof. Krzysztofowi Maladze i Dr. Michatowi Konopczynskiemu z Katedry Ekonomii
Matematycznej Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu za uwagi do wstepnej wersji prezen-
towanego artykutu. Rzecz jasna, odpowiedzialno$¢ za ostateczng wersje artykutu ponosza wy-
facznie autorzy.
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Model grawitacyjny

Zalozenia modelu

W prezentowanych dalej rozwazaniach przyjmuje si¢ nastepujace zatozenia:

1) Analizuje sie funkcjonowanie pewnej, skonczonej liczby N>2 (N € N) kra-
jow (lub regionéw)?, miedzy ktérymi istniejg przestrzenne interakcje roz-
woju ekonomicznego. Interakcje te opisane sg przez scharakteryzowane
dalej (indywidualne i taczne) efekty grawitacyjne.

2) Proces produkcyjny w j-tej gospodarce opisany jest przez funkcje produk-
cji Cobba-Douglasa [1928]. Stad za$ wynika, iz wydajnos¢ pracy y; w owej
gospodarce mozna zapisaé¢ wzorem (por. tez np. Zéttowska [1997] lub To-
karski [2009; 2011])3:

Vi 3,(0)=a,(g (0 k0, M

gdzie: ‘v’]a >0, o,fe(0;)i p<—= 1-a4 . Wyrazenie y; oznacza wydajnos¢ pracy
2

w kraju (reglome) j, k; — techniczne uzbrojenie pracy w owym kraju (regionie),
za$ wielko$é g w funkCJl wydajnosci pracy (1) opisuje te czes$¢ tacznej pro-
duktywno$ci czynnlkow produkcji (a gﬂ ) w gospodarce j, ktéra wynika z dzia-
tania efektu grawitacyjnego (efekt oW opisany jest za§ w zalozeniach 3-4).
Natomiast a;>0 jest czescig tacznej produktywnosci czynnikéw produkcji
wynikajaca z dziatania pewnych czynnikéw, ktére nie sg uwzglednione w pro-
wadzonych dalej rozwazaniach®. Parametr a oznacza elastycznos$¢ wielkoSci
produkcji (lub wydajnosci pracy) wzgledem naktadéw kapitatu rzeczowego
(lub technicznego uzbrojenia pracy). Natomiast parametr f to elastyczno$é
tacznej produktywnosci czynnikéw produkcji wzgledem tacznego efektu gra-
witacyjnego, opisanego przez g;.

2 Kraje (regiony) beda nazywane dalej réwniez gospodarkami.

3 O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych zaktada sig, iz sa réznicz-
kowalnymi funkcjami czasu ¢ > 0. Zapis x () bedzie dalej oznaczal warto$¢ zmiennej x w mo-
mencie ¢, za$ x(t) = dx / dt — pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie rzecz biorac)
przyrost warto$ci zmiennej x w momencie ¢. Natomiast zapis Vj bedzie oznaczat Vj=1,2,..,N,
gdzie N>2 jest liczba analizowanych krajéow (regionéw). Podobnie odczytuje sie réwniez wy-
razenia Zx,- oraz Hx,

j j 1—

4 Przyjecie zalozenia, ze <

o . . . . . o
w réwnaniu (1) jest bardzo istotne dla pokazania stabilnos$ci

nietrywialnego punktu stacjonarnego uktadu réwnan rézniczkowych (7). Zalozenie to oznacza
ekonomicznie tyle, iz elastyczno$¢ produkcji wzgledem efektu grawitacyjnego jest mniejsza od
potowy elastycznosci produktu wzgledem naktadéw pracy.

5 Zréznicowanie a; moze (jak to ma miejsce np. w modelu Lucasa [1988] lub Mankiwa, Romera,
Weila [1992], por. tez Malaga, Kliber [2007] lub Roszkowska [2013]) wynika¢ ze zr6znicowania
kapitatu ludzkiego pomiedzy analizowanymi krajami (regionami), badz tez moze by¢ skutkiem
réznych instytucjonalnych lub sektorowych struktur badanych gospodarek.
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3) Indywidualne efekty grawitacyjne, taczace kraj (region) j z krajem (regio-
nem) m opisujg zaleznosci:

k()k, (2)

T

jm

Vimam# g, ()=

)

gdzie Vj,mam#j d, >0 oznacza odleglos¢ miedzy stolica gospodarki; a sto-
licg gospodarki m. Przez analogie do prawa powszechnej grawitacji Newtona
przyjmujemy tez, ze sita dziatania indywidualnych efektéw grawitacyjnych
taczacych dwa kraje (regiony) jest wprost proporcjonalna do ich potencjatlu
ekonomicznego (mierzonego k; i k,,,) oraz odwrotnie proporcjonalna do kwa-
dratu odleglo$ci miedzy nimi. Przyjecie alternatywnego zalozenia, ze indy-
widualne efekty grawitacyjne opisuje zwigzek:

. . k(Hk, (1)
Vi, mAam#j gjm([):lTr
jm

gdzie y>0 (czyli, ze w mianowniku indywidualnych efektéw grawitacyjnych

- podobnie jak w analizach makroekonomicznych prowadzonych w grawi-

tacyjnych modelach handlu - wystepuje d}fﬂ, a nie d/.zm) nie ma wiekszego

wplywu ani na stabilno$¢ analizowanego modelu wzrostu, ani na wnioski

plynace z réwnan (8-9), ani na zlote reguly akumulacji kapitatu w rozwaza-

nym modelu wzrostu gospodarczego.

4) Laczne efekty grawitacyjne (oddziatujace na gospodarke j), sa Srednig
geometryczng z indywidualnych efektéw grawitacyjnych. Oznacza to, iz

spelnione sg zwigzki:
vj gi(t) = N—I’Hgim(t) . 3)
m#j

5) Podobnie jak w modelu wzrostu Solowa réwnania przyrostéw technicz-
nego uzbrojenia pracy w kazdym z krajéw (region6w) opisujg nastepujace
réwnania rézniczkowe:

V) k'j(t) =sy.(0-pk @), “

gdzie Vj s, €(0;1) A . > 0. Wyrazenia s; oznaczaja stopy inwestycji w j-tym kraju
(regionie), za$ u; — stopy ubytku kapitatu na pracujagcego w tym kraju (regio-
nie). Stopy u; (dla kolejnych j) sa sumami stép deprecjacji kapitalu i stopy
wzrostu liczby pracujacych.

Réwnowaga modelu

Z zaleznoSci (2-3) uzyskuje sie réwnania tgcznych efektéw grawitacyj-
nych dane wzorami:
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kl_(t)(H km(t)]m
Vi g(0)= ’”:’dz ) (5)

i

gdzie: Vj dl_ = N,:IH d/'m >0. Wyrazenia d; oznaczajg Srednig geometryczng
m#j
z odlegtosci stolicy j-tej gospodarki od stolic pozostatych gospodarek. Dlatego
tez im mniejsza warto$¢ przyjmuje d;, tym bardziej centralnie polozona jest
j-ta gospodarka, za$ wysokie warto$ci d; sg tozsame z peryferyjnym (w sensie
geograficznym) charakterem j-tej gospodarki.
Wstawiajac zwigzki (5) do ré6wnan (1) mamy:

B

Vi y,(0)= Oi(Hkm(ﬂle (ki (), ©)

m#j

a.
gdzie: Vj 0, = Tz’ﬂ > 0.
]
Z zaleznosci (4) i (6) dochodzi sie do nastepujacego ukladu réwnan réz-
niczkowych:

Vi £(0)=s6, (1‘[ k,,,(r)]N'l ()~ (0. ™

m#j

Korzystajac z twierdzenia Grobmana-Hartmana (por. Ombach [1999,
s. 219-221]) mozna pokazaé (Mroczek, Tokarski, Trojak [2014]), ze uklad réw-
nan rézniczkowych (7) ma dokladnie jeden nietrywialny punkt stacjonarny
k'=(k ,k,,...,k,) w przestrzeni fazowej P = [0;+00)", ktéry charakteryzuje sie
asymptotyczng stabilnoécig®. Dlatego tez punkt k* bedzie dalej traktowany
jako punkt dlugookresowej réwnowagi grawitacyjnego modelu wzrostu go-
spodarczego.

Mozna réwniez pokazaé (Mroczek, Tokarski, Trojak [2014]), ze w nietry-
wialnym punkcie stacjonarnym k* techniczne uzbrojenie pracy (k) oraz wy-
dajnosé pracy (y:) w j-tym kraju (regionie) opisane sg przez réwhania:

B s a sa.
1 m_m +1 ]
a2 2 T
Vj lnk].= N2 L (8)
l—a-"%p
N-1

6  Uktad rownan rézniczkowych (7) posiada takze rozwigzanie trywialne (0,0,...,0), ktére dalej be-
dzie jednak pomijane jako nieciekawe zaré6wno z ekonomicznego, jak i matematycznego punktu
widzenia.
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oraz:
N-2
i} a, 0‘+N lﬁ sa.
Vilny =In—-+ — In—-
/ d? N-2, ud?*
i 1—-0o— ﬁ i
N-1
; B ——%n e ©)
(N—l)(l—a—Zﬁ)(l—a—N_lﬁ] mo H

Z réwnan (8-9) plyng m.in. cztery nastepujace wnioski. Po pierwsze, diu-
gookresowy zaséb technicznego uzbrojenia pracy i strumien wydajnos$ci pracy
w kraju (regionie) j, podobnie jak ma to miejsce w oryginalnym modelu So-
lowa, sg tym wyzsze, im wyZsza jest stopa inwestycji s; oraz im nizsza jest
stopa ubytku kapitatu na pracujgcego u; w tym kraju (regionie). Po drugie, im
bardziej centralnie potozona jest dana gospodarka, czyli im nizsza jest Sred-
nia geometryczna z odlegtosci d;,,, tym wyzszy jest poziom zaréwno technicz-
nego uzbrojenia pracy, jak i wydajnosci pracy w warunkach dlugookresowej
réwnowagi grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego. Po trzecie, po-
ziomy rozwazanych tu zmiennych makroekonomicznych w j-tym kraju (re-
gionie) sg tym wyzsze, im wyzsza jest $rednia geometryczna ,,_ Hsm ze stop

m#j
inwestycji w pozostatych krajach (regionach) oraz im nizsza jest srednia geo-
metryczna ,_ Hum ze stép ubytku kapitatu na pracujacego w tych krajach

m#j
(regionach). Po czwarte, na poziom wydajnosci pracy oraz technicznego
uzbrojenia pracy w j-tej gospodarce w warunkach dtugookresowej réwnowagi
ma wplyw takze pozagrawitacyjna czes$é tgcznej produktywnosci czynnikéw
produkcji a; zaréwno w tej gospodarce, jak i Srednia geometryczna N—:’H a
m#j

z pozagrawitacyjnych czesci gcznych produktywnosci czynnikéw produk-
cji w pozostatych krajach (regionach). Co wigcej, im wyzsze jest a; lub
N- Ham, tym wyzsze wartoSci przyjmuja y/ oraz k/

m#j
Zlote reguly akumulacji kapitalu

Idea zlotych regut akumulacji kapitatu po raz pierwszy pojawita si¢ w ana-
lizach makroekonomicznych w znanym artykule Phelpsa z 1961 r. W artykule
tym przez zlotg regule akumulacji kapitatu rozumie sie takg stope oszczed-
no$ci/inwestycji, ktéra maksymalizuje wielko$¢ konsumpcji na pracujgcego
w gospodarce znajdujacej sie w stanie dlugookresowej réwnowagi modelu
wzrostu gospodarczego Solowa. Stopa oszczednos$ci/inwestycji, zgodna ze
zlotg regutg akumulacji w modelu Solowa z funkcjg produkcji Cobba-Douglasa
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[1928], jest rowna elastyczno$ci strumienia wytworzonego produktu wzgle-
dem naktadéw kapitatu rzeczowego.

Jak juz wspomniano, zlotg regute akumulacji kapitatu z modelu So-
lowa mozna réwniez uogélnié¢ na neoklasyczne modele wzrostu gospodar-
czego Mankiwa, Romera, Weila [1992] oraz Nonnemana, Vanhoudta [1996]
(por. np. Dykas, Sulima, Tokarski [2008] lub Tokarski [2011]). Wowczas ztotg
regula akumulacji kapitalu jest taka kombinacja stép inwestycji w kolejne za-
soby kapitatowe, ktéra odpowiada kombinacji elastycznosci produkcji wzgle-
dem owych naktadoéw kapitatowych’.

W prezentowanych dalej analizach teoretycznych zlota regute akumulacji
kapitalu w grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego definiowana jest
na dwa sposoby. W pierwszym wariancie przez ztotg regute akumulacji bedzie
sie rozumie¢ takg kombinacje stop inwestycji w kolejnych krajach (regionach),
ktéra maksymalizuje $rednig geometryczng z konsumpcji na pracujgcego
w dlugookresowej réwnowadze modelu we wszystkich krajach (regionach).
Natomiast w drugim wariancie regula ta definiowana jest jako taka kombina-
cja stép inwestycji, ktéra maksymalizuje dtugookresowg konsumpcje na pra-
cujacego w kazdym z rozwazanych krajéow (regionéw).

Wariant pierwszy - maksymalizacja $redniej geometrycznej z konsumpcji
na pracujgcego

W punkcie stacjonarnym k* (przy lél = kz = ...kN =0) zachodza zwiagzki:

(l—a—ﬁ)lnk;_N'B_llnk;—...— Nﬂ—llnk;/ ZIHS;I_Ql
1

B . . B . s,0
—N_llnkl+(1—0¢—[3)lnk2—...—N_llnkN=ln;—22 |

N-1 N-1

P k- Pk -t -a- Pk, =n
u

N

co (po zsumowaniu powyzszych réwnan) daje:

s0.
(1-a-2B)YInk =Y In-LL,
i i K

]

7 Oznacza to, iz w dwukapitatlowym modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila zlotg reguly aku-
mulacji kapitatu jest kombinacja stép inwestycji w zasoby kapitatu rzeczowego i ludzkiego,
ktéra odpowiada kombinacji elastycznosci produkeji wzgledem owych zasobéw kapitalowych
produkcie. Natomiast w N-kapitalowym modelu wzrostu Nonnemana-Vanhoudta zlota regula
akumulacji kapitatu jest kombinacja stop inwestycji w N zasobéw kapitatowych réwna kombi-
nacji elastyczno$ci strumienia produktu wzgledem tych naktadéw.
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a stad:

s6.
Z]n#

thlk. =L i (10)
7 T l-a-28

Z zaleznosci (6) wynika, iz:

Zlnk O+ (a+p)Ink (1),

m==1

Vi Iny.(t)=1n6, +

wiec, w szczegblnosci, w punkcie stacjonarnym k:

Vj lny:=ln0].+ Zlnk +(a+,B)lnk

m¢]
czyli:
zi:lnyjzzi:ln67+(a+2ﬁ);lnk:. (11)

Z réwnan (10) i (11) wynika za$, ze:

oa+2
zj“lnyi=;ln9i+ p Z

-0—-2B%5 u,

co powoduje, iz:

_ oa+2p
21 ny = 21 no+——— 2,82 ﬂ.. (12)

Niech s= (51, SypeeerS N) oznacza dowolng kombinacje stép inwestycji nale-

zaca do zbioru (0;1)V, za$ ¢ = (cl*,c;,...,c;) € (0;+0)" — kombinacje konsump-
cji na pracujgcego w punkcie stacjonarnym k*. Wiadomo ponadto, ze w dtu-
gookresowej réwnowadze konsumpcje na pracujacego w j-tym kraju (regionie)
opisuje réGwnanie:

Ve =(-s)y. (13)
Oznaczmy tez przez ¢(s) Srednig geometryczng z konsumpcji na pracujg-
cego (w dlugookresowej réwnowadze grawitacyjnego modelu wzrostu gospo-

darczego) odpowiadajacg kombinacji stop inwestycji s. Wowczas, po uwzgled-
nieniu zwigzkéw (13), mamy:

c(s)= [ Ie;(s) =A\I/(H(1—sj)j[nyf(5)]. (14)




Katarzyna Filipowicz, Tomasz Tokarski, Mariusz Trojak, Zlote reguly akumulacji kapitatu... 35

Srednig geometryczng ¢(s) mozna traktowaé jako swego rodzaju (osa-
dzong w przestrzeni geograficznej) funkcje uzytecznosci, w ktérej elastycz-
nos$¢ uzytecznosci wzgledem konsumpcji na pracujacego w kazdym z krajéw
(region6w) réwna jest 1/N.

Jak juz wspomniano, w analizowanym tu wariancie przez zlota regule
akumulaC]l kapltalu bedzie rozumiana taka kombinacja stép inwestycji

§=(8,3 2 ,8,)€(0;1)", ktéra maksymalizuje $rednia geometryczng z kon-
sumpcji na pracujacego we wszystkich gospodarkach. Srednia ta dana jest
wzorem (14).

Maksymalizacja funkcji (14) wzgledem kombinaciji s € (0;1)" tozsama jest
z maksymalizacjg funkcji:

(p(s)zNlnE(s)zZIn(l—si)JrZIny:(s), (15)

wzgledem s €(0;1)". Funkcje (15), po uwzglednieniu réwnania (12), mozna
zapisaé nastepujaco:

B B a+2p
(o(s)—zln(l Si)+71—0{—2ﬁ2i'lnsi+

1 3 a+2ﬁ
+—1_a_2ﬂ;1ni Z nu . (16)

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji (16) przedstawiaja sie naste-
pujaco:

vj dp _ 1 N a+2f (17)
as l—si (1—0{—2,8)51.

za$ warunek dostateczny sprowadza sie do tego, by hesjan:
0’/ os’ 0’p/0sds, ... 9’@/0s,0s,
H(s) = 0’p/0ds,0s, d’@/ds; ... 0°p/0s,0s,
0’p/0ds,0s, 9’¢p/ds,ds, ... 0°¢p/ds,

byl ujemnie okres$lony przynajmniej w punkcie, w ktérym zachodza réwna-
nia (17). Hesjan H (s) mozna zapisa¢ wzorem:

—Q, 0 0
He=| ° % o
0 0 -Q
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gdzie: Vj Q = ! >+ o +2p > 0. Dlatego tez kolejne minory gtéwne
(1= s/.) 1-0-2 ﬁ)s
(my, m,, ..., my) hesjanu H (s) okreslajg wzory:

Vi m=(-1yQQ,..Q,

czyli minory gtéwne m; hesjanu H (s) sa ujemne dla j nieparzystych oraz do-
datnie dla j parzystych. Plynie stad wniosek, ze hesjan H (s) ten jest ujemnie
okreslony dla dowolnego s € (0;1)", wiec (w szczegblnosci) jest takze ujemnie
okreslony w punkcie § e(0;1)". Punkt ten jest za$ rozwigzaniem uktadu réw-
nan ztozonego z réwnan (17). A zatem:

I a+2p

Vj = ,
1-s. (l—a—Zﬂ)sj

co prowadzi do wniosku, iz:

Vj § =a+2B. (18)

Réwnania (18) wyznaczajg pierwszy wariant ztotych regul akumulacji
kapitatu w rozwazanym tu modelu wzrostu gospodarczego. Z réwnan tych
mozna wyciqgna‘é kilka nastepujacych wnioskéw. Po pierwsze, zlote stopy
inwestycji S zalezne sg od elastycznoS$ci produktu wzgledem nakltadéw ka-
pitatu, czyh a, oraz od sily dzialania efektu grawitacyjnego, a wiec od . Po
drugle im wyzsze sg wartosci a lub f, tym wyzsza jest optymalna stopa inwe-
stycji s w j-tej gospodarce. Po trzecie, jesli gasng efekty grawitacyjne, czyli
B— 0+ to zlota stopa inwestycji sl jest zbiezna do zlotej reguly Phelpsa. Po
czwarte, przy ekstremalnie silnym dziataniu efektéw grawitacyjnych, a wigc

przy B — (I_Taj , stopy inwestycji §/. zbiezne sg do 1-.

Wariant drugi — maksymalizacja konsumpcji na pracujacego w kazdej
z gospodarek

W tym wariancie przez zlotg regute akumulacji kapitalu w analizowanym
grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego bedzie rozumiana taka kombi-
nacja stop inwestycji s € (0;1)", ktéra maksymalizuje dtugookresowa konsump-
cje na pracujacego w kazdej z gospodarek. Szukajac tej ztotej reguty w j-tym
kraju (regionie) przyjmie sie takze, ze stopy inwestycji w pozostalych krajach
(regionach) uksztattowatly sie na pewnych statych poziomach (a zatem stopy
te traktuje sie wowczas jako zmienne egzogeniczne). Wynika stad, iz szukajgc
zlotej reguly w j-tym regionie nalezy zmaksymalizowaé funkcje:

vj c;(sj)=(1—5,)yf(sl.) wzgledem s, e (0;1).
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Maksymalizacja ta tozsama jest z maksymalizacjg funkcji:
Vj (ol_(sl.) = lnc:(sl.) =In(1- sl_)+ lny:(sl_) ,

wzgledem s, € (0;1). To za$, wraz z r6wnaniem (9), daje:

N-2
; 4 a+N—1ﬁ 54
Vj (pi(s/) In(1- s)+lnﬁ+ ) In ye
i 1—-0o-— ﬂ ‘u//
N-1
B s a
+ 1 m_m
N-2 %“u d*
(N-D(1-a-2pB) l—a——lﬂ mm
lub:
a+N_2ﬁ
Vi ¢(s)=In(1-s)+—N=1 Ins +
77 ] 1 a_N zﬁ ]
N-1
+ B N2 lns}.+®}.,
N-D(1-a-2B)|1-a-—=
(N-D(1-«a ﬁ)[ o N_lﬁj
gdzie dla kolejnych j 8:
N-=-2
a. OH'N lﬁ a.
O =In—L+ In—!
d? N - udzﬂ
i l-o- ﬂ
N -
a
+ p N2 In dlzﬁ
- ud
N-D-a-2B)|1-a- i%
(N-D(1-a ﬁ)( « N_lﬁJ
+ ZIrlﬂ pR

N-=-2 i
(N—l)(l—a—Zﬁ)[l—a—N_lﬁJ

(19)

8 Wyrazenia 0, sg niezalezne od s, zatem nie wplywajg réwniez na maksimum funkeji (19-20).
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Réwnanie (19) mozna zapisaé takze nastepujaco:

N-2
N-1

(N—l)[(x+ ﬁj(l—a—ZﬁHﬁ

Vi go/.(sl,)zln(l—sl.)+ lns].+®i,

N-2
(N—l)(l—a—Zﬁ)[l—a—ﬁj
lub: N-1

Vj ¢i(si)=ln(1—si)+/lN lnsi+®i, (20)

gdzie:

N-2 B
(N—l)[(l-‘r ﬁj+
1 - N-1 1—a—2[3>0.

N N-2
(N—l)(l—a—ﬁﬁJ

21

Warunki (konieczny i dostateczny) maksymalizacji funkcji (20) wzgledem
s, € (0;1), dla kolejnych j, przedstawiajg si¢ nastepujaco:

do.
—L=0 22
% (22)
i:
d’p.
L <0, 23
& 23)
Z réwnania (20) wynika za$, ze:
do. A
s S S (24)
ds. 1-s. s,
] ] ]
oraz:
d’p. A
LN S 25)

2 2 2
dsl. (1- si) s,

Ze zwigzku (25) mozna wyciagna¢ wniosek, iz dla dowolnego s, €(0;1)
spelniony jest warunek dostateczny (23) maksymalizacji funkcji (20). Wsta-
wiajac za$ zalezno$¢ (24) do zwigzku (22) sprowadza sie¢ warunek konieczny
maksymalizacji analizowanej funkcji do réwnania:
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co powoduje, ze:

A
5= 1+4,’ 26)

gdzie S. oznacza stope inwestycji w j-tym kraju (regionie) odpowiadajgca

ztotej regule akumulacji kapitatu.

Z zalezno$ci (21) i (26) mozna wyciggngé nastepujgce wnioski:

* Zlota stopa inwestycji §; w j-tym kraju (regionie) zalezna jest od trzech
nastepujacych czynnikéw. Elastycznosci produktu wzgledem nakladow
kapitatlowych (a), sily dziatania efektu grawitacyjnego (B) oraz liczby kra-
jow (regionéw), w ktérych dziata efekt grawitacyjny (czyli N).

* Poniewaz:

ﬁ = _ >0,
di, (+2,)

zatem monotoniczno$¢ S, wzgledem «, f i N jest taka sama, jak monoto-
niczno$é 1y wzgledem owych zmiennych.
* Jedli sita dziatania efektu grawitacyjnego spada do 0, czyli B — 0", to

Ay =

, co powoduje, ze stopa inwestycji §, jest wowcezas zbiezna do

a, czyli dazy do ztotej reguty akumulacji kapitatu Phelpsa.
* Przy ekstremalnie silnym dziataniu efektu grawitacyjnego, a wiec przy

B— (I_Taj , Ay = +eo, skad wynika, ze wéwczas 3, —> 1"

e Poniewaz:

_ _ N-2 B | iN-D-Inl1—q-N=2
lnlN—ln((N l){a+N—1ﬁ)+1—a—2ﬂj In(N -1) ln(l o N—lﬁ}
wiec:

-
dnl, _ N2t (Caapy N N-2 o
B _ N-2 B 3 _ N-2
(N 1)(a+N—1ﬁj+1—a—2ﬁ (N 1)(1 o N—lﬁj

co powoduje, ze takze dA, /9B >0 . Oznacza to, ze im silniej dzialajq efekty
grawitacyjne, tym wyzsza powinna by¢ stopa inwestycji S, odpowiadajaca
temu wariantowi zlotej reguty akumulacji kapitalu w analizowanym mo-
delu wzrostu gospodarczego.
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* Podobnie, stad, ze:

e B
dink, = v +(1—a—2,3)2 + 1 >0,
da N-2 B _ N-2
(N_l){OHN—lﬁ]Jr(l—a—Zﬁ) o=y f

mozna wyciggnaé wniosek, iz dA, /da >0, a zatem (podobnie jak w pracy

Phelpsa [1961]) wysokiej elastycznosci produkcji wzgledem naktadéw kapi-
talu odpowiada wysoka stopa inwestycji maksymalizujgca dlugookresowa
konsumpcje na pracujgcego w j-tym kraju (regionie).

* Stad za$, ze dla dowolnego N>2, zachodzi:

N-1 B _ N-2 B
N(Ot+ N ﬁJ+1—OC—2ﬁ_(N 1)[a+N—lﬁj+1—a—2ﬁ

N T N-1 N-2 ’
N(l—a—Nﬁ] (N_l)[l_a_Nﬁ]

co prowadzi do réwnosci:

N-1 N-2 N-2 N-1
L _(a+ N ﬁ](l_a_N—lﬁj_(OHN—l'B](l_a_ N ﬁj
N+1 N N -1 N-2
[l—a— N ﬁJ[l_a_N—lﬂj

N-=-2 N-1
ﬁ{(N—l)(l—a—j\Hﬂj—N(l—a—Nﬂjj

N-1 N-2 ’
N(N—1)[1—0{—Tﬂ](l—a—ﬁﬁ](l—a—zm

+

ktérg mozna zapisaé réwniez nastepujgco:

ANH_AN: N ﬂl N-2 +
N(N—l)(l—a—Nﬂj(l—(x—AHﬁ]
(1-a-p)B

N(N—l)(l—a—NAFIﬁj[l—a—%iiﬂ](l—a—ﬁ)
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a zatem:

—B?

ﬂ’N 1 /lN = <0,
+ Nlplli-a-N"2pla-a-2p)
NIN-D|1-a-" B[ 1-a-""2B|0-a-
( ) N N-1

wynika, Ze dla kazdego N>2 spelniona jest nieréwnosé: 4, <A, . Plynie stad
wniosek, iz im wiecej gospodarek krajowych (regionalnych) korzysta z dzia-
tania efektu grawitacyjnego, tym nizsza jest stopa inwestycji S, gwarantujaca
j-tej gospodarce maksymalng konsumpcje na pracujgcego w diugim okresie.
* Liczac za$ granice (przy N — +o0) z Ay mamy:

a+N_2ﬂ+ B
limlNzlim N-1 (N—l)(l—a—Zﬁ): a+f ’
N—>+oo N—>+oo N-=-2 l_a_
l—a-""%B
N -1

co wraz ze zwigzkiem (26) daje:

lim § = o+ . 27)

N—teo 1

Z réwnania (27) wynika, ze przy bardzo duzej liczbie gospodarek korzysta-
jacych w efektu grawitacyjnego optymalna stopa inwestycji w kazdym z kra-
jow (regionéw), czyli $;, wyzsza jest od phelpsowskiej zfotej stopy inwestycji
(réwnej a) oraz nizsza od optymalnej stopy inwestycji w wariancie pierwszym
(wynoszacej a+2p).

Por6éwnanie stanéw dlugookresowej réwnowagi gospodarki przy réznych
zlotych regulach akumulacji kapitatu

Niech p; (dla kolejnych j) oznacza iloraz dtugookresowej wydajnosci pracy
w pierwszym i drugim wariancie zlotych regul akumulacji kapitalu w rozwa-
zanym modelu wzrostu gospodarczego. Zatem woéwczas:

Ak

2L

Vi p ==,
Yj
gdzie 51] ( 51:) oznacza dltugookresowg wydajno$é pracy odpowiadajgca kom-
binacji stép inwestycji § (5). Oznaczmy tez przez:

1_9:

"<|l|'\<|>

iloraz Sredniej geometrycznej z wydajnosci pracy w wariancie pierwszym
i drugim zlotych regut akumulacji kapitatu. Analogicznie zdefiniujmy takze
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é 2
przez Vj q,= 5—' oraz g =Zz ilorazy dtugookresowych wielkosci konsumpcji

j
na pracujgcego w kolejnych gospodarkach w pierwszym i drugim wariancie
analizowanych regut i ilorazy ich $rednich geometrycznych. Wéwczas:

Vj lnpl:lnji:—ln}”):, (28)
Inp=Iny-In¥, (29
Vj lnqi = lné; - lnc”; (30)

oraz: )
Ing=Inc-Inc. (31)

Ze zwigzkow (9) i (28) mozna wyciggnaé wniosek, ze:
N-2
Wi Inp, = a+NN—_lf + NB . |In§ ~In),
1-a- N—lﬂ (N—l)(l—(x—Zﬁ)[l—a—N_l[)’j
co (po kilku przeksztatceniach) daje:

W Inp = %angi “In$). (32)

Z réwnan (32) wynika, ze ilorazy p; zalezne sg od trzech czynnikéw. Ela-
styczno$ci produkcji wzgledem naktadéw kapitatu «, sity dziatania efektu
grawitacyjnego f oraz liczby krajéw (regionéw) korzystajacych z dziatania
efektu grawitacyjnego N (nalezy bowiem pamietaé o tym, ze stopy inwestycji
$, i 3, sa réwniez funkcjami a, f oraz N). Poniewaz zrézniczkowanie réwna-
nia (32) wzgledem « i B, po uwzglednieniu réwnan §i oraz 5, jest mocno
skomplikowane, zatem autorzy zdecydowali sie na policzenie ilorazéw
pjna podstawie (przedstawionej w pracy Mroczek, Tokarski [2014]) kalibracji
parametréw a i S dla 28 krajow UE za lata 2002-2012. Zgodnie z tg kalibracja
a=0,293, p=0,0868, co powoduje, iz §1‘ =0,4666 oraz §l. =0,3803% i wowczas

9 Zlote stopy inwestycji réwne (odpowiednio) §]. ~46,7% i 3, = 38,0%, wynikajace z prezento-
wanych tu zlotych regut akumulacji kapitalu w grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego
i cytowanych kalibracji, moga wydawacé si¢ znaczaco przeszacowane, gdyz w krajach UE stopy
te w latach 2002-2012 ksztaltowaly sie miedzy 16,2% (w Wielkiej Brytanii) a 28,6% (w Estonii
- za Mroczek, Tokarski [2014]). Nalezy jednak pamietaé, iz dazenie do uzyskania zlotych regut
akumulacji kapitatu wiaze si¢ z radykalnym ograniczeniem biezacej konsumpcji np. z 83,8%
produktu w Wielkiej Brytanii lub z 71,4% produktu w Estonii do 53,3% produktu (zaréwno
w Wielkiej Brytanii, jak i w Estonii w wariancie pierwszym) lub do 62,0% produktu (w obu tych
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In p,=0,179 , a zatem: p, ~1,196. Plynie stad wniosek, ze jesli a=0,293,
$=0,0868 i N=28, to w pierwszym badanym wcze$niej wariancie ztotych regut
akumulacji kazda z gospodarek powinna osiggnaé o prawie 20% wyzsza dtu-
gookresowg wydajno$é pracy, niz w wariancie drugim.

Co wiecej, stad, ze dla kazdego j ilorazy p; sg sobie réwne oraz ze zwigz-
kéw (28-29) plynie wniosek, iz dla dowolnychj p = p,. A zatem przy a=0,293,

B=0,0868 i N=28 réwniez Srednia geometryczna z dtugookresowej wydajno-
$ci pracy powinna by¢ o prawie 20% wyzsza w pierwszym wariancie ztotych
regut akumulacji kapitatu, niz w wariancie drugim.

Poniewaz:

Vj Iné =In(1-3)+In

oraz
Vj lnéj = ln(1—§i)+ln§):,

wiec stad oraz z réwnan (30) i (32) mamy:

) 1-3 N . 1-3
Vj lnq]:ln1 +Iny —Inj =In

L 4lnp.. (33)
i 1- Si !

Réwnania (33) interpretuje sie ekonomicznie analogicznie do zwigz-
kéw (32). Dlatego tez, z rownan tych wynika, ze jesli «=0,293, f=0,0868
i N=28, to dla kazdego j lnqi =0,0289, co powoduje, ze q, =~ 1,029. A zatem
w pierwszym wariancie zlotych regut akumulacji kapitatu dtugookresowa
konsumpcja na pracujacego w kazdej z gospodarek powinna by¢ o ok. 2,9%
wyzsza, niz w wariancie drugim. Wéwczas réwniez, przy ¢,=q, =...=q,,, ze
zwigzku (31) wynika, ze dla dowolnegoj g=g¢..

Odnoszgc za$ zlote reguly w wariancie pierwszym lub drugim w grawita-
cyjnym modelu wzrostu gospodarczego do oryginalnych ztotych regut akumu-
lacji Phelpsa (przy a=0,293) okazuje si¢, ze w wariancie pierwszym dtugookre-
sowa wydajnos¢ pracy bytaby o ok. 50,2% wyzsza, niz przy zlotych regutach
Phelpsa, natomiast dlugookresowa konsumpcja na pracujacego — o ok. 13,3%
wyzsza. Jesli za$ chodzi o poréwnanie dlugookresowych wielkosci wydajnosci
pracy i konsumpcji na pracujgcego — wielko$ci te bytyby w wariancie drugim
o (odpowiednio) ok. 25,6% oraz 10,1% wyzsze niz w oryginalnych zlotych
regutach Phelpsa.

gospodarkach w wariancie drugim). To za§ wymaga wyrzeczen konsumpcji biezacego pokole-
nia, na rzecz konsumpcji przysztych pokolen. Odchylenia biezacych st6p inwestycji od zlotore-
gutowych stép inwestycji mozna za$ stosunkowo prosto wytlumaczy¢ teoretycznie na gruncie
modeli optymalnego sterowania (por. np. Tokarski [2009; 2011] lub Konopczynski [2015]), gdzie
uwzglednienie subiektywnej stopy dyskonta konsumpcji przysztej (w stosunku do konsumpcji
biezgcej) typowych podmiotéw w gospodarce prowadzi do ksztattowania sie rzeczywistych stop
inwestycji ponizej ztotych regut akumulacji kapitalu Phelpsa.
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Co wiecej, jesli zas (przy powyzszych zatozeniach) poréwna sie wydajnosé
pracy i konsumpcje na pracujgcego w dlugookresowej réwnowadze grawi-
tacyjnego modelu wzrostu w pierwszym i drugim wariancie zlotych regut
akumulacji kapitalu z wartoSciami tych zmiennych przy niewazonej $red-
niej stop inwestycji w krajach UE w latach 2002-2012 (wynoszacej 21,6%),
to okazuje sie, ze w pierwszym wariancie dlugookresowa wydajno$é pracy
w pierwszym wariancie powinna by¢ o 96,2% wyzsza niz przy 21,6% stopie
inwestycji, w drugim za$§ wariancie — o 64,0% wyzsza. Natomiast dtugookre-
sowa konsumpcja na pracujgcego winna by¢ w wariancie pierwszym o 33,5%
wyzsza niz przy s;=21,6%, za§ w drugim wariancie — 0 29,7% wyzsza niz przy
$rednich stopach inwestycji w krajach UE w latach 2002-2012.

Podsumowanie

Prowadzone w artykule rozwazania mozna podsumowaé nastepujaco:

I. Zaprezentowany w artykule grawitacyjny model wzrostu gospodarczego
bazuje na modelu wzrostu Solowa. W modelu tym przyjmuje sie réwniez
zalozenie, ze na zréznicowanie lagcznej produktywnosci czynnikéw pro-
dukcji (a tym samym takze na zr6znicowanie wydajnosci pracy) w krajach
(regionach) wyplywaja wystepujace migdzy nimi interakcje przestrzenne.
Interakcje te opisane sg przez efekty grawitacyjne. Sposéb kwantyfikacji
sily dziatania efektow grawitacyjnych w tym modelu wzrostu gospodar-
czego nawigzuje do newtonowskiego prawa powszechnej grawitacji. Za-
ktada sie zatem, ze gospodarki oddzialujg na siebie z okreslong silg, ktéra
jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich potencjatéw gospodarczych
oraz odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegto$ci miedzy nimi.

II. Opisany model teoretyczny posiada nietrywialny, asymptotycznie stabilny
punkt stacjonarny, ktéry na gruncie ekonomicznym traktowany jest jako
punkt dlugookresowej rownowagi modelu. W warunkach dtugookresowej
réwnowagi analizowanego modelu wzrostu techniczne uzbrojenie pracy
oraz wydajnos$¢ pracy w danym kraju (regionie) zaleza od stopy inwestycji,
stopy ubytku kapitatu na pracujacego, pozagrawitacyjnej czesci fgcznej
produktywnosci czynnikéw produkcji w tym kraju (regionie), od $redniej
odleglosci tej gospodarki od pozostatych gospodarek, a takze od stép in-
westycji, stop ubytku technicznego uzbrojenia pracy oraz pozagrawitacyj-
nych czesci tacznej produkceyjnosci czynnikéw produkeji w pozostatych
krajach (regionach).

ITI. W teorii ekonomii przez zlotg regute akumulacji Phelpsa rozumie sie takg
stope oszczednoSci/inwestycji, ktéra maksymalizuje wielko$é konsumpcji
na pracujgcego w gospodarce znajdujacej si¢ w stanie dtugookresowej
réwnowagi typu Solowa. Stopa oszczednos$ci/inwestycji, zgodna ze zlotg
regutg akumulacji w modelu Solowa z funkcjg produkcji Cobba-Douglasa,
jest réwna elastyczno$ci strumienia produktu wzgledem zasobu kapi-
talu. Zlotg regute akumulacji kapitatu z modelu Solowa mozna réwniez
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uogolni¢ na neoklasyczne modele wzrostu gospodarczego Mankiwa, Ro-
mera, Weila oraz Nonnemana, Vanhoudta.

IV. W grawitacyjnym modelu wzrostu gospodarczego zlota regula akumu-
lacji kapitatu definiowana jest przez autoréw na dwa sposoby. Regute
te definiuje sie albo jako taka kombinacje stép inwestycji w gospodarkach
objetych dziataniem efektu grawitacyjnego, ktéra maksymalizuje $rednia
geometryczng z konsumpcji na pracujgcego (w dtugookresowej réwno-
wadze) we wszystkich gospodarkach, albo jako takg kombinacje owych
stép, ktéra maksymalizuje dlugookresowa konsumpcje na pracujgcego
w kazdej gospodarek.

V. W pierwszym wariancie ztotg regulg akumulacji kapitatu sg stopy inwe-
stycji réwne (w kazdej z gospodarek) elastycznos$ci produktu wzgledem
naktadow kapitatlowych powigkszonej o dwukrotnosé sily dziatania efektu
grawitacyjnego.

VI. Natomiast w drugim wariancie optymalne stopy inwestycji zalezne sg (po-
dobnie jak w pierwszym wariancie) od elastycznosci produkcji wzgle-
dem kapitatu, sity dziatania efektu grawitacyjnego oraz (co nie wyste-
puje w pierwszym wariancie) liczby gospodarek podlegajacych dziataniu
efektu grawitacyjnego. Co wiecej, w wariancie tym wzrost elastycznosci
produkcji wzgledem kapitatu i/lub sily dzialania efektéw grawitacyjnych
prowadzi do wzrostu optymalnych stép inwestycji. Jesli za$ liczba kra-
jow (regionéw), na ktére oddzialuje efekt grawitacyjny rosnie, to spa-
daja stopy inwestycji, ktére maksymalizujg dlugookresowg konsumpcje
na pracujgcego w kazdej z gospodarek.

VII. W obu rozwazanych w artykule wariantach gasngce (do zera) efekty
grawitacyjne powodujg zbiezno$¢ uzyskanych zlotych regut akumulacji
z oryginalnymi zlotymi regutami Phelpsa. Oznacza to, iz wyznaczone
przez autoréw zlote reguly akumulacji kapitalu stanowig uogélnienie
zlotych regul akumulacji kapitalu Phelpsa na grawitacyjny model wzro-
stu gospodarczego.
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THE GOLDEN RULES OF CAPITAL ACCUMULATION IN
THE GRAVITY MODEL OF ECONOMIC GROWTH

Summary

The paper seeks to determine the so-called golden rules of capital accumulation in a model
of economic growth known as the gravity model. This model combines Solow’s neo-clas-
sical model of economic growth with what is defined as the gravity effect.

The authors consider two variants of the gravity model. The first variant seeks such a level
of investment rates that would maximize the geometric average of consumption per em-
ployee in all economies, under the assumption of a long-term equilibrium. The second va-
riant seeks such a level of investment rates that would maximize long-term consumption
per employee in each economy.

The research shows that, in both variants, optimum investment rates depend on the ela-
sticity of production with regard to capital and on the gravity effect, the authors say. In
the second variant, the optimum investment rates additionally depend on the number of
economies included in the model. If the number of economies subject to the gravity effect
increases, investment rates decrease in each economy, the authors say.

In both variants, the gravity effect peters out and is eventually reduced to zero, but tends
to have the same form as the original golden rules of capital accumulation posited by Ed-
mund Phelps, the authors argue. They add that the golden rules of accumulation determined
in the article are a generalization of Phelps’ original golden rules of capital accumulation
under the assumption of the existence of a gravity effect.

Keywords: gravity model, golden rules of capital accumulation, economic growth, gra-
vity effect
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