Pawet Pietraszko, Podatki i efekty zewnetrzne w modelu Nelsona-Phelpsa... Al

Zalacznik 1. Pelne wyprowadzenie modelu

Oznaczenia zmiennych w zalaczniku sg zgodne z oznaczeniami w publi-
kacji. Bardziej szczegélowe informacje dotyczace stosowanego aparatu mate-
matycznego mozna znalez¢ np. w [de la Fuente, 2000: 566-580, 622-625]!,
[Klopotowski, Kotatkowski, 2007: 116-189]° i [Dorosiewicz, 2003: 9-40]3.

Zalozenia modelu

Funkcja uzyteczno$ci pojedynczego gospodarstwa domowego:

“((ci @)

u(c)= j WJe"”dz (Z1)

Zagregowana funkcja produkcji w gospodarce:
Y (1) =Y,(0)+Y,(t) = AQG@OKO)*(H, )™ + AO(1- x@)KQ) (H, )™ (22)

Tempo wzrostu w gospodarce zgodne ze zmodyfikowanym modelem Nel-
sona-Phelpsa:

AD _ g(H )+ D(H (f))(

T (0)-A()
A1) 7) 23)

A Q)

Tempo wzrostu w gospodarce kraju najbardziej rozwinietego. Jednocze-
$nie zaklada sie, ze g(H(t)) < g:

=8 (Z4)
Zagregowany kapital i kapital ludzki w gospodarce wynosi:
1 ¥ 1-9
K(0)= j k (0)di = j k (6)di + j k,()di =K () +K,(t) (Z5)
0 0 0
1 5] 1-9
H(t)= Jhi(t)di = J'hl(t)di + j h,(O)di=H (t)+ H,(z)
0 0 0

Czynniki produkcji wynagradzane sg swoja kranicowg produktywno-
$cig, zatem:

I Mozna tam znalez¢ w szczegélnos$ci informacje o metodzie hamiltonianéw i jej zastosowaniu
w rozwigzywaniu modelu Ramseya-Cassa-Koopmansa.

2 Elementy wyznaczania ekstrem6w funkgji, liczenia pochodnych i catek.

3 Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych.
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R (1)= TY( ) (Z6)
(-
R(t, H,1)) = H () Y

R@, H, (1)) = (H (“t))yz

Z maksymalizacji zyskéw przez firmy:

PO _ oA KO () (H,0) - 1-x0)" 0" 7) =0 @7)
dx(2)

= ) O = (= x(0) " (H ()

{A=xO)yo-0)

O<x<liodl;H, (0),H, (¢ )> x(2)

G =)

1

=x(t)= (

H (1) 0 (58)
Hz(r)J 0[5 ()) ix(t)_w;m

H (1)
H,() +H, (@)

2

=x(t)=

Wobec tego wynagrodzenie kapitalu ludzkiego wynosi:

R(H,, )= (1-)AOKO H,0 [%J - (28)

1

=(1- o) AQK(®)" * ( mj )

a

:(l—a)A(t)K(t)aHz(t)a*(H 7,0 j =R(H,)=R,(t)=

,(O+H, (1)

:(l—a)A(t)K(t)a*iHI_(It()t) =—(II; (g)y
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Zauwazmy tez, ze ogblnie mamy:

H (@0 x(0) +H,©) " *(1-x()" = (9)
la H (1) o H (?) H )+ H (1) o
=H * 1 *“+ H & 2 a _ 1 2 =H
O enw Y om0 " woimoy

Ograniczenie budzetowe pojedynczego gospodarstwa domowego:
(+z)*c)+eO)+1,()+T1@)=1-7,)* (R ()" k@) + R, (0)*h (1)) (Z10)
Gdzie 1,(7) wydatki inwestycyjne gospodarstwa domowego na kapitat rzeczowy.

Zmiana zasobu kapitatu dla pojedynczego gospodarstwa domowego odbywa
si¢ zgodnie ze wzorem:

k(1) = —ok (1) +1.(0) (Z11)

Zatem:

léi(t) =(1-7,)* (R () * kO + R, 0)* h(0) -1+ 7. )c,()-€,(0) - ok () -7(t)  (Z12)

Zmiana zasobu kapitatu ludzkiego dla pojedynczego gospodarstwa domowego
odbywa sie zgodnie ze wzorem:

1(0) =0, hO+(e0) * b+ 70 +er@) ) (213)

Tempo wzrostu podatku ryczattowego jest ograniczone w t = 0:

(1)
0 < g(H(0)) (Z14)

Ograniczenie budzetowe dla transfer6w na edukacje finansowanych podat-
kami nieneutralnymi wzgledem cen:

1 1 1
Jir di=7,[(Rk)+(R, (H)h)di+ 7, [cdi (Z15)
0 0 0

Jednoczes$nie celem panstwa jest maksymalizacja uzytecznosci bogatszej
czesSci spoteczenstwa:

9
maxU(z,,7,) = [u(z,,7,)di (Z16)
cTp 0
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Rozwigzanie problemu konsumenta

Dla kazdego gospodarstwa domowego mozna zapisa¢ hamiltonian:

1-6
ppei 2 GO
‘o 1-6

(R@O*k@O+ R, 0)*h(0)*(=-7,)-(+7)*c()-¢€(0) -0, *k()-7() +

A0 (217)

+2,0% (-0, * h(0)+(g,0) *(b+()+ zr(z))”)“’

Otrzymujemy warunki maksymalizacji:

e (o) ,
A= g5 (@
LO=2,0%0*r*(E0)" " * b+ @)+ 1) (2)
: (Z18)
“AORO*A-71))-0,)=20-p* 1) 3)
-AOR,O)*(1-7,))-4,0%0,)=21,0-p* 2,0 &)
warunki transwersalnosci (59
Z (1’) i (3’) mozna uzyskac¢ réwnanie Eulera dla konsumpcji. Z (3°):
-AORB*(1-1)-0,)= ll.(t)— p*A)=—(R(O*(1-1,)-0,)= (219)
A0 A o
= 70 p:ll(t)_GK+p R@®)*(-17,)
Z(1):
e e, o Al
A )= —(1 r) =A,()=-6 —(1 r) c(t):>)Ll 0 = (Z20)
_ ) @podstawiajac (24)_ 3 ﬁ B ~
=— 0 = 6 ¢ =0, +p-R ()=

cl,'(t) =0, —p+R(O*(1-7))
c(t) 0
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Zatem:

(o[ (R (1-T,)dT

c(t)=c(0)*e 0 (z21)

Analogicznie z (2°), (3'), (4') mozna wyznaczy¢ &(¢) . Z (2°):

AO=20* 0%y (e,@)" " *b+1r@)+ 1) = (222)

AO=2,0" e )b ir)+2)

2,(0)=2 (t)* ST b i)+ )+ A0 ! y7¢<" .

*(8 ®) e, (t)* (b+tr@t)+ T(t))(y Ve 4 yy * ) (l‘) (Si(t))l_(p*y "
*b+er@)+ @)@ r.(t) vr (t)) .

MO AO e el r)
P AT R A A Swerr yeery

Z(4):

@)
-4LOR,O)*(A-7,)-1,0O%0,)= /l(t) p*A4,0)= (223)

~(A,0F @y * (@) * b+ 1r@)+ (@) * R, () * (1-7,) - 4,()* 0,
A,(t)
“(b+trt)+ 7)) * R (O*(1-17,)

=4 0-p* 4, (0)= =p+0, —@*FyE(e ) *

Przyréwnujac (Z22) i (Z23) przy jednoczesnym podstawieniu (Z19)*:

G A p-R(O*(1=1,)+(1-p*y)* o0 50)_ (y_l)*M

e () b+ L2

= p+0, — 0y * (e OV b+ 1r()+T0) TR (O (1-7,)=

4 Zzalozenial-y >0
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E&Z___l__*Pgw*a—rg+¢W—D

e(t) (1-¢*y)

b+tr(t)+1(2)

_ * o % y * (b + ”,(t) + T(t))(l—y)*rp % RH (t) * (1 _ TD) % (8.(1‘))((”*771)
(1-9*y) ’

Zatem:

£ .(t) __&0 (tr'(t)+ T(.t))

i _(1—§0*7) [Rk(t)*(l_TD)-'-(o(y_l)*b+tr(t)+’[(t)]_ (Z25)

gty b O+ TO) T R (0% (-7, e ()
(1-¢*7) 1

W celu rozwigzania tego rownania rézniczkowego podstawiamy:

u(t) = (e,)"*" (Z26)
Otrzymujemy:
u®={&OVG—TQ+¢W—D*£§§%£%%J*#@+ (227)

—p*y*b+r@)+ ()" * R, (O*(1-7,)

Jest to liniowe réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu. Jego rozwigzanie to
(dla cze¢sci jednorodnej):

(tr@+7(0) ]rs u(t)=

b+tr(t)+ ()

uiz>=[@(x)*(l—rl))ﬂo(y—l)*

Mz[i@)*a—wwww

o @) |
p(2)

b+tr(t)+1(t)

t

ot Yoy O
B=s? {[Rk(é) (=2, }+plr—1) M@H@}ié
uit)=s" e

Uzmienniajac stalq:

. o)
0= 5" [ vl
u@)=s()*e
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j{Rk@)*(l—ru)w(y—n* oty

()% e’ -

==y *(b+irO)+ 7" R, () (1-7,)=

s(0) = [j[(—(/) b+ + @) R, Q) *(1-7,)*

¢
—j{Rk(f)*(l—fD)w(y—l)

*60

g |
b+tr(§)+1(E) ]dC + i
constans

Zatem:

“(Z)z[“@)—[j "7 *(b+r)+ 707" * R, (0* (1-7,)*

¢

£ 0 ]dé’ %

e

1

e ooty ) |,
*el[w) (=2, J+ply—1) M@)H@J 4

Cofajac podstawienie, otrzymuje sie:

[ j[Rk(é)*(l—rD)+¢(y—1)*%]d5]/(l—w*y)
£()=e" .

[em)‘“”’*” - [ o7 b ir©)+ 2@ R, ()1 7,)

¢

o 1/(1-¢*y)
7-‘. [Rk(é)*(l’fu)ﬂp(%l)*%}é
w0 dg

e

Z réwnania (Z9):

k(©)=1-7,)* R0 *k@)+R, 0 * k)~ 1+ 1) *c(0)- &)~

—o‘K*H(l—TD)JRK(q)dq

—0 k(t) - T(O)=k (1) = e P (k(0)+

(228)

(229)

(230)
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+Jt‘[eGK*K(“D)£RK(q)dq *(A=1,)R, () (k) -1+ 7, )c, (k) - €,(k) — T(K)]dK)

Analogicznie z (Z10):
léi (O)=-0,h(O)+(e®) *b+7+ tr(t))l_y)m:> (Z31)
h(2)=e " * (h(0)+ je (e (m) *(b+r+ tr(n'))l_y)(p dr)

Nastepnie korzysta si¢ z warunkéw transwersalnosci:

limk (1)* 4, e = 0 (232)
limh, (0)* 4, * e =0 (233)

Z (Z33) podstawiajac (Z30) i (2°):
limh(6)* A, *e™ = lime ™ *e %' * (Z34)
#((0)+ e *(e,(x) * (b+ T+rr(7z))1’7)¢ dm)* A0 ——*e (1) *
0 Yoo

*b+r@)+1(@)"™" =0

Dzielimy obie strony przez i podstawiamy (1), (Z21) oraz (Z28)>:

lime™ * " * (1 (0)+ je *((e,() *b+7+ tr(n))”)q’ dr)*  (Z35)

0

(c,0)”,

#(b+1r(t) + ()70 F

(+7)

*[u(O) - []«o b+ tr(Q)+ 1) R, () (1-7,)*

¢

fJ[Rk@)*a—rn)w(rl)*;fffﬁgﬁg]dg
%, o dg|*

e

5 Zauwazmy, Ze ¢, (I)I_W = u(?).
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t

J[Rk@*(l—n)w(y—n*%}é
*,0 —

e =

—<aK+p>*z+j[Rk<¢)*u—zD>+<p(y—1)* ;fffgfjg]dé
lime 0 *(h+tr(t)+7(0)7 7V *

00

*(u(O)—Q((p*y*(b+rr<§>+r<§)>“-”*“’ ‘RO 1-1,)" &)

¢ . .
ooz
£ e 0

(O 4Pk [(R (D) (=2, )T

*(h (0)+ je *(e(m) *(b++ tr(ir))l_y)(p dm)*(c(0)“*e =0
wiec®:

. e {["’(y v b+zr(5>+r(5>]"§ .
c.(0) ltLrB(b +1r(t)+7(2) e (Z36)

 u0)- j((v yFO+r@+r@) TR, (O A=,y

¢
—j[Rk@)*a—rD)w(y—l)*

*eﬂ

(1r&+7()
b+tr(&)+1(€)

}gd; =0

Zakladajac, ze w(t)=tr(t)+t(t) jest funkcja niemalejacg’, to (Z36) jest row-
noznaczne z%:

1(0)- T((p yEo+ir@)+ @) R () *(1-17,)* (237)

b+tr(&)+1(§)

—j[R,t(5>*<1ffD)+¢(y71>* (tr§)+7€)) |
e’ t=0=

ES

¢ ¢,(0) nie zmienia si¢ z czasem, wigc mozemy wyciggna¢ przed granicg.

7 Zauwazmy, ze 7(f) ro$nie z wczedniej przyjetej definicji, a ¢7(f) maleje wtedy i tylko wtedy, gdy
spada dochéd lub spada konsumpcja w gospodarce ceteris paribus, co w tej gospodarce nie
wystepuje.

8 ¢c(0)>0.
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b+tr(E)+1(8)

I . 7J"{Rk(§)*(1770)+¢(7’1)*m g
[o*y*B+r@+ @) * R, (* (1-7,)*e ’ dt = u(0)
0

wiec:

u(O)=([(9* y *(b+tr() + ()" * R (0)*(1-7,))* (238)

t

-J[Rk@*a—fD)w(r-D*iffﬁ)ﬁg]dé
& e 0 d

b+tr(§)+1(&)

i R (& (-t )+oly— 1*(rr(§)+f(§)) ¢
LJ“D y (b ir@+ T Q)R () (-7, e it dC]

J{Rk(é)*(l—ruww—n* ,ﬁif‘%ji%}dé
Hp0 _

frorimriiisle .
° *[l@*y*b+or(D)+ (D)7 * R, (T)*(1-7,)*
t

=e

T

7J.[Rk(é)*(l’fn)“p(%l)*%]dé
& e 0

Z (Z32) podstawiajac (17), (Z30):

-0 o tre(l- )IR (@
7p[*(Cl.(Z‘)) *eoK TDI[qu

limk(r)* A, *e™” =lime *(kO)+  (z39)

t—o0 =00 (1 + Tc)
L ooy *K—(lffD)_’l(.RK(q)dq
te T (= ,)7 R 00 B0~ 7,) 6 )£, - T0))dK)

Podstawiajac (Z21):

t -6 t
(-“K-P)”JO<Rk(T)*(1—Tu))dT (aK+p)z—j(Rk(T)*(1-rD))dT

() =|c(0)*e g —c(0)*e (Z40)

Laczac (Z39) i (Z40), otrzymuje sie:

lim k(5)* 4, *e” o —llm(lf ))

*(k.(0)+ (Z41)
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1 o, *K—(l—rD)IRK(q)dq
0

+'[e *((1- TD) * RH () * hi(’() -1+ Tc) ¥ ¢ (k) - € (k) 7(x))dx) = 0
o o-K*t—(l—‘rD)jRK(q)dq
kKO+[e o (242)

(I-7,))*R,O)*h(t)-(1+7,)*c, ()&, @)-7()dt =0
oo GK*t—(l—TD)jRK(q)dq
wyciggajac _[e ! *(—=(1+7.)%c,(0)dt i podstawiajac (Z21):

0

o o t1-(1-1, )jRK(Q)dq 1
J‘ o 0 *c(f) dt = *
) (+7,)

+Te%*t_a_r”)£RKWq “(1-7,)* R, ()* b ()~ & () - 7(0)d)=

0

(k(0)+ (Z43)

2 GK*I*(I*TD)jRK(Q)dq (_UK_p)HJ.o(R"(T)*(I_TD il

J.e 0 *c(0)*e 0 dt =
1

0

1 b
= ire) (k.(0)+

m( aK*z—(I—TD)jRK(q)dq J
tle Pt (-1,)* R0 B0~ 0~ 7)) dD)

0

Zatem c(0) wynosi:

k(©O)+ | :[e"““’”)f M (1= R (O F h (1) - () - T(t)))dt

c,(0)= — (Z44)
< ot—(1-1 )_[XR (9)dq (_GK_p)HJ‘O(Rk(T)‘ el
(1+TC)*_[Oe Pl g 6 dt
Podstawiajgc (Z21) i (Z44) do funkcji uzytecznosci konsumenta
U=t « (245)
L1-0
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t (-1, Re(a)dg .
*ﬂ@«»+jfk 2R 4«L—q)*RH@j*h@)—q@j—T@»de$*
(og-pk+ | (RDF(-7,)dT
0 = o %-(1-1,)[ Rela)dg L
9 K D K %
(+7.)* Joe 0 e o d¢
10 (cope] (R¥(1-7,)dM)
o
*e 0 dt)

Korzysci z wprowadzenia podatku dochodowego

Przepisujemy problem panstwa jako:
maxU(t,,T,.) (Z46)

Z réwnania (Z45) mamy
dU(r,r.) 1

* 747
dr, 1-6 ( :
t o pe—(1-1,)[ Rela)dg
*]3[ d /(ki(o)-i-JOB Jo *((I_TD)*RH(K)*hi(K)_gi(K)_T(K))dK)l—ﬂ %
dr . (70-’(—p)g+Jg(Rk(T)*(1—rD))dT
0 D w [ gK*g—(I—TD)I R (q)dgq " 0 0
(+7,) Joe 0 e dg
0o [ (RO -z )
ko M 6 )]dt
Ze wzoru na pochodng iloczynu otrzymujemy:
dU(t.,t 1
(tp7) 1, (2438)
drt, 1-6
1-6
L oopk—(1-1p) KRK(q)dq ”
“Jic d ( k(©O)+ e O (1-7,)* R, () B )~ £, (06) - 7))
, dr, = o%-(-1,)[ Ryla)d (0Pt [ (R -5 T
(g [l dg
) (179)*((—0K—p)z+-|.1(Rk(M)*(l—‘rD))dM)
(1-6)(-0 =i+ [ (R (M (1-r,)dM) 0
k 0 d € *
e +
dr,
1-6
t ogk—(-1p) KRK(q)dq "
Lk [ IS w4y R () B () - )~ 2l ) o1t
*e

(0Pl [ (R(T)*(1-, )T

4 dg

s=-7,)[ Reladda .

a+fg*jf
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Podstawiajac

(=07 (o —pir+ (R (M¥(1-,)a)

e 0 = A(t) (249)
otrzymuie sie:
dUﬁ:C) -+ ;je"”’ . (C;LT(:» (o) + o+ LY ) ((;(Oi)le)) dt (250)
d(A() d(e(lg)*mp)HIé(Rk(M)MWM)) (z51)
dz, dr,
[(1 0)* (o, —pit+ [ (R(M)* (ITD))dM)]
0
=807 d, )
_A@*(1-6), 4 R OD*(A-7,)dM) _
0 dr,
_Ap*(- 9)*jd(Rk (M*(1-7 ))dM
Wykorzystujgc zatozenie o 7, =0, (:trzymu]e sig:
dO(ZAT(:)) AQ)* (1 0. ldR(i/l) o 52

d ((c(0)™)

O 100y "+ LD gy o) "+ (253)
TD T

D

| KO+ | :e""”“”ﬂ)f M e g £,)*R (1) h(t)— () - 7(0)dt

(0P [ (R(T)*(1-,)dT

o dt

t
00 GKZ‘(l_TD)IORK(q)dq *e

(+7.)* joe

ES

er
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wiec:
1-6 _
d ((c(0)") (1-8)*c(0)” \
- _* (Z254)
d Tp ) J'R o (—o’K—p)l+_[;(Rk(T)*(1—rD))dT
o opt—(-7, qu 4y o
(1+7.) j K e dt
*(d (k 0)+ | :e‘f“”“””)f MO (1 2,)* R, @) * b (0) - £,(0)- ) |
dr,
L B i e e
*(1+1C)(fe " *e o dt)-
0
1 (co-pht [ (RU(T¥1-7, )T
) ol 0 dt
0 sk

dr,

oo O-K[_(I_TD).]‘RK(q)dq

* k(0)+ fe (=7, * R (O * () £,(0) - T(0)dt |)
0
Podstawiajgc:
o =y (Z55)
o or-ory) Ry COxPK (RO O-r T
cOF(+z) fe 0 Fe g dt
0

- m_(l_TD)’IRK(q) " (—o‘K—p)z+Io(Rk(T)*(1—rD))dT
Je 0 *e 0 dt)=v,
0

1
o o'Kl—(l—rD)JRK(q)dq

KO)+fe 0 F(A-1,)*R,0* k() -, T0)dr | = v,
(1-6)*(c(0)™’

, (cog-pr+[ (BT (-z,)dT
= ot=(1-7p)| Ril(g)dg .
(+7,.) J.e Dl *e 0 dt
0
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otrzymuje si¢:

d ((c(0)" ):V . 256)
d T, 4

» d( ki 0)+ J.:eaKz—(l-rD>J ;RK(q)d‘f (11— TD) * RH t)* hi (t)- €, (t)—1(2)dt .
drt,

z (0Pt [ (R (1=, )T
e oi—(1-7,)| R (¢)dq 0
([ S g dr)
k) 0

2 drt

D

i _ * k
XV3) =V, (Vz

dt—

*Td@(’“‘“'f”” MO (1= 7)) * R, (0 () - & ()= 7(0)
0 d TD

(- PU=(1-0) (0 - [ (R(D (1T, )T

_V*J' €
] drt

de™ I (1) R0 0)- €0 70)
drt

D

= (z57)

t
GKt—JRK(q)dq

=e *  *((R,O*h@)-e()- UR ))dq)—

d(e.(0) (d(R (t))h() d(h() = ZR ()-R,(Oh, (t))
drt d

D

Korzystajac z (Z26) i (Z38):

de,@) _dp0™ ") ™, ) _
dr, B dr, (I-y*@) dr,

(Z58)

- «(7E) |, (1/(=y*g))-1
(o= f+£[R (&+otr-D" M@J )"

=e

(1-7*9)

d[j ;[Rk(éf)*(l- )+ ey -D* m}d@

dzt

D
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- (00 T~ j[R (@ -zl (T(‘f()g)Jé
oy *(b+tr(D)+2(D)7 * R, (T))*e dT +qy*
” Lt oty OO |,
7 d(((b +1r(T)+ 7(T))7? * R, (T)(1-1 )) Ko J Uty (-f)+r(-§)} 5}
J dt 1)
Mozna zapisac:
d[ J ;{Rk@ *(-7,)+ply - * m]&]
' = (259)
0 *(b+f(¢f)) d 7 dz,
Zauwazajac, ze tr()= 7, *(R ()* KO+ R, O)*H@t)+ 7. * j.ci (tdi
otrzymuje sie¢: ’
[ savor v il L
T = (260)
_ J[ dRG) o O+ or-1
Ty (b+7(&)
[z, "[RO K@+ R KO+ R, € HO+R,O*HO)
*( ' *(b+7(9)
_d(7, *(Rk(é)*fjl(fHRH(é) “H() (0)]dE =

_ j[d<Rk<€>>_ R (& 07D

dr), (b+7(©)
*(b+7(£)* ( E*K(E)+R (O*K(E+R,EF HE+R, (cf)*H(é‘))
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d(R,(S))

D

7€) (R(E)* K()+ R, (§)* HEDdE = f[ RS+

ey -1)*Y (&) (5
e ([ * =22 g (&))]dE®
@) (b+1(8) Yo T(é‘) <

Dalej:

J;[Rk@*arD>+w<y1>,§ffjgii?)Jd5
d| (b +tr(T)+ (D) * R (T)(1-1,))* e

dT  (z61)

~ —y 8

dzt

D

e (1§18
o —_[[Rk(é‘) (=7, +o(y-1* bit (g)ﬂ@l ( ((b+ ZV(T)+ T(T))(l o % RH (T)(l— TD)) ~

Bt 5 D)

dr

D

*b+tr(T)+7(T)"**R (T)1-7,))1dT =

e6)

= —f[&(é)*(l—rg)w(y—n*M@Jdé
= Jle? *(b+1r(D)+ (D) * R, (T)1-7,)*(1-7)*

t

d(tr(T))
kon 3k d TD
pF—-L 4
b+tr(T)+t(T)

d(R,, (1)) 1 e (@7
Lid ; {Rk(ﬁ) (I-7,)+o(r-1) b+ 1r(@)+7() o
R,(T) _J dr, $)]

Zatem, podstawiajac (Z60) i (Z61) pod (Z58), otrzymuje sie:
1(1-7*9) R & spty—1 7D ey et
de,(t) _ d(p""") _ eJ[ e @}ff u@)" 7 (262)
dr, dr, (1-y*o)

Y() K@ K@O|

) Rk'<z)*K<r>+R,{<z>*K'(r):a*[ym K@) K'(t)]_a*y’(t)
Y(@)

Y () Y ()
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J 14RO mr4ﬁyg>{ YO oo
{——-R — 1}d
L Z, RO b g -

j{  (E)roty-1)* bf"?g)

s
j (pr(b+T(D)"""* R (T)*e J dT +

(+(8)
b+1(€)

by
-| [Rk(é)w(y—l)*

o dé
+[{lpre? ] #(b+7(T)"® * R (T))*

d(tr(T))  d(R,,(T))

dr, dr, L d(R,(x))

e R _1_£( dr

D

- R (x)+

_,_w* b+1(K)* ( ) r(zc)) )dx}dT]
(b+1(x) Y ()

dny A€ (h(O) + [ (e ) * b irm) ) dﬂ))
d T, - d [

= (Z63)

dr =

: d(e""” * (s (7:)7 *b+t+ tr(ﬂ))lfy)(p)
- b[ dr,

¢ o Vg Y d i d 2
:b[e H gp(gi(ir) (b+T(7T)) ) {V gi(n.) ( 7/)([9+‘L'(7T)) d

d(e (m) d(tr(z)) }

Znajac (Z62) i podstawiajagc (Z63) pod (Z57), otrzymuje sie:

t
cht—(l—rD)jOR

M (-2)* R0 O -, 0)-7@)
dr,

d(e

= (z64)

L
GKt—jRK(q)dq

=e ° *(R,0*h@)-¢)- UR ))dq)—

d(e.(1) N ((d(RH 1))
drt, drt

D

-R, (z)Jhi )+ je"H”(p(ei () *(b+ r(n))w)w ¥
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[ d(e ()
% d ) _ Y(n') %
4 e (n) +(1 7)([9”(”)) dr* R, (1))

( (PH~(1-0(0 1~ (R (17, )T )
d'e 0

drt

D

d{(— p)+(1-6)* (-0t + ;(Rk (T)*(1-7,))dT
0

drt

D

(- PU=(1-0) (o - (R(D¥(1-7,)dT)

=e 0 * (Z65)

(o _l t
e WO g) , df (RD)*U-7,)dT
¢] d 7, B

=e

(ou--6 (- (R(T)aT

o «(1-6), 1dR(T)
—e - ij ~(R(D)dT

Podstawiajgc (Z64) i (Z65) pod (Z56), otrzymuje sie:

d((;(—i)-i)l_odz (Z66)
vy, <I{e”K’_;R"<q)dq (R, (0% 10,0~ 70)*
UR - d(RTiq)) qj_dizgﬁ))+ ((d(f,;it))_ RH(t))hi(t)+
d(g ()
R R e e LaL WONOR

(P-1-0/ (0 i [ (RU(DWIT
_ & 6
v, j{e
0

9. JdR D _ (& (r)aryan
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Podstawiajgc réwnania (Z52) i (Z66) do réwnania (Z50), otrzymuje sie:

dU(r,,7,) 1

e e [l 1e(0) )+ 20 (267)
D 0

*jd(R (M) R (M)dM +A(t)*v, *

Q
2 0,0 [Rela)dg

v, *(Jle. © *(R,(Q*1(Q-¢,Q-1(Q)*

2 d(R d(e. d(R
( [R,(0)- (dK(q)) dq)_ (£Q) (( R,Q) _p (Q>)hi @+
0 TD d TD d TD
d(e (7))
o) , @ d
+e ple ) * b+ em) ) *| v — (;D) +(1-7) (bf%) dr]* R, (Q)1dQ) -
O At GO S
—y, ¥ l{e 0 (1 99) % O cilei:) - (Rk(T))dT)dG]} +dt
Zauwazmy:
v = LH} (268)
(1-6)*c(0)
Otrzymuje si¢:
WEL5) o 0<0 . jd(R M) R (yam v, (269)

0

Q
o 0,0~ |Re(q)dg

v,*(Jle. * *(R,(Q*h(Q-&(Q-1(Q)*

(O dR() | deQ)  (dR, Q)
(JRK@— dq) e +<( i

D D

R, (o)j hQ)+

d(e,(m))

Y 4 1-r\? d
+[eole (x) *b+1(m) ) *|y g.(;D) +(l_y)(bi(172r)) dr* R, (Q)1dQ)~
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. EPG-1-0(0, G- (R r)ar

. : _(1-0), tdR (T)
v, {(e - j R (T))dT)dG1} dt
Z (Z6)
d aY(t))
d(R (1)) B (K(t) o B
L RO= 0 (270)
=a<@(1<(z»“*(ffa»l“+<a D EED 4y () a10) "+

D

#1-a)* LD e 4« ()™ * O - A0 (KO)™ * () ™) =
d(A() d(H (1) d(K(0)
dt drt drt
=Rt lma) e (o )
Analogicznie:
dAHY) — dHE)  dEE)
d(R, (1)) oo de, e, dr,

dH()  dK()

; . .odr, dr,
Z TOWINOSC1 H(t) = K(Z‘) N
d(A())
d(R (1) _R(O=R ‘1148 _q (272)
d(A(H (1))
d(;if;it))—RH(rFRH(t)* i(?)’ -1 (273)
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dostaje sie zatem warunki:

d(A(H 1))
1. M—R (t)>0<:>d4>1
dr k A(2)
d(A(H (1))
d(R, ®) _dr,
2. W_RH(ZL)>O<:> A(t) >1
Z (4):
d(AH@) _ d(AH@)) . d(H @) _ o
dz, dHW) dt,
d(A,(O)e[;[(g(HZ(S))d)(Hi(S))J e{gH (NS el(@Hi(g))—g(Hi(g)))dgdw)
l (0) *
d(H(2))

L) [Jemorsmok (@ (5) d(@(H (5))
iz, ¢ A (O)U( dHE) | dHE) dsj*

: !@(H O-eHOM 1 d(H (o))
+T,0)f(e*) e —d(H( )

*T(d(q)(H(C))) d(g(H(C))))dé«)d ]*d(H(t))
dH(Q)  dH(])) dr,

+O(H(w))*

d(g(H @) _ d(®(H (1))
d(H (1)) d(H (1))

Rozwazmy przypadek, kiedy dla kazdego H(t).

Wobwczas:

ﬂMHm»_ﬂHmMJFWWWW%*

dr, dr,

j<g(H(§)>-<p(H(§)»dC d(d)( (a))))

*T(@jew e ) (Z75)
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Korzystajac z (263):

d(H(®)

dTD

>0 j " p(e(n) “(b+1(n) ) (276)
d(e(n))

o, 47, o Y(m)
y ) +(1 Y)(b+r(7r)) dr>0

Zatem, aby warunki 1 i 2 zostaly spelnione, musi zachodzi¢:

d(A(H (1))
dz, (Z77)
A0 >le
d( H(l‘)) « Q(g(Hi(S))—ﬂ)(Hi(S))J y gw _[(@(H E)-gHONdS d((l)( H(w)))
dr, © L (O)I d(H(w))
[j(g(H ()~ <s)>] ot @0z | fiotm -
A(0)e® [1+m _[(D(H (@)| T (0)e e )
d(H({)) , J o) Jeorgone , d@H @) |
dr, d(H(w)) > les
A (0) o) ] PO SHOME
" 0 J¢H<w»( ) do
d(H @) « ) e d@H () .(0)
j (761(11( 5 O(H (0))do > 0
Podstawiajac (R ®) -R )=a(®)i (R ®) - R, t={(t) do (Z69), otrzymuije sig¢:
dU( ]: o A *c(0) C(O *{ja(M)dM+V1* (Z78)

o o KQ—_[RK(quq

*(Jle P (R, (Q*1(Q-¢,Q-1(Q)*

10 Wykorzystuje sie tu fakt, ze w tej gospodarce wszyscy wydaja t¢ samag kwote na prywatng edukacje.
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Q
{J-daaa|- 252 @m0+

0 D
d(e,(m))
Q
on 1-7\? dt Y (n)
+e" (e, (@) *b+7(x) ) *|ly—2—+(1-y)— |dr)
o ( ) g,(m) (b +1(r)
o P07, G- [ (R YT L(1-0),¢
*R,(QdQ)-v,* [| e ’ 7 JalD)dTdG
0 0
Korzysci z wprowadzenia podatku dochodowego
Procedura jest analogiczna:
du(r,t.) 1
. 1-6 (279)
1-6
L opk—~(1-7,)| Re(g)d
Frd kO+] e SR (1) R (1) * I )~ €, 00)— () i
0 ch et PR (—UK—p)z+IZ(Rk(T)*(1—rD))dT
(1+TC)*J.06K§ D-[qu q*e 0 dg
1 (1-07(-0=pk+ [ (R (M)*(1=7,)dM)
(1-0)((-o i+ [ (R(M)*(1-7,)dM) d .
*o 0 L &€ #
dt
¢ 1-6
{ oe(-t,)[ Rlag s N i B
. k.(0)+ joe (1-7,)* R, ()" h(x) - €,(x) - 7(x))dK | vyt

(0P [ (R (T (1-7,)dT

6 dg

o "e-(1-,)[ Relaa .

(+7)*[ e

Podstawiajgc analogicznie do (Z50), otrzymuje sie:

dU@y) 1 5, de®”), an), e

c

( (1—0>*<<—aK—p>z+j;<R,<(M>*(1—rD>>dM))
d(A()) d\e o
drc drc

(1 9)*A(t)*j~d(Rk (M)*(1-7,))

= (z81)

dM

C
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Analogicznie:

d((cg))l__s) =(c(0) " *(1-0)* T2 (C(O)) c(0) " *(1-0)* (282)
oe~(1-1,)[ Relaxda (1=7,)* R () * (k) - & (k) - 7(x))dKc

o =P+ (R (1T, )T

. k(0)+] e

. (
0, (-1, [ Rela)dg .

(+z)* [ e ’ dg _
ch =
_ c(0) " *(1-0)
“ 0, %-(11,)[ Relad (0P [R5, )T ’
(1+TC)*_[Ong ) ) dc

i d(eckx(lr,)) | ZRK@)dq *(1-1,)* R, ()* h ()~ £,(x)~ T (K)))

q &
(- rD>JRK<q)dq (0P [ (R(T) (1=, )dT
*(1+1,)* j *e o de -
o opk—(1- ‘:D)KRK(q)dq
~(k (0)+ [e J b H((=1,)* R, (k) * (k) - €, (k) - T(k))d) *
R L i M
#( J' e 0 %o 0 dc +
0
ooty R (0PIt [ (R D15, )T
ood(eo-Kg_ )] Fk q*e 9
+ ds*(1+71
! i G (1+1,)
Podstawiajgc (Z55), otrzymuje sie:
1-6
d|c(0)
7( i )=v4*(v2 * (283)

*

d(eaK,«arD)j;RK(q)dq *((1- TD) * RH (K)*h.(x) - €.(k)— 7(x))dx )
dr l l o

*
S t—3
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og-pr+| Z(Rk(T)*(l— ¢, )dT
2]

<
o s-(1-0,)[ Rela)dq

drc

* Td(e de*(1+7,)+v, |)

0

Analogicznie do (Z57):

d(e”KK—(l‘TD)_[ Rl (1-7,)* R, (x)* () - &,() — T(xc )))
dt

= (284)

ok~(1-7,) [Rela)da

=e 0 *(A=7,)* R, () * h(x)-€,(x) - 7(K)) *

ARG, dE®) L )
dr, dr, br T H dr,

d(R ()

“(z,-1)

0

+Hl-17,)" —=—"h(x))

C

Analogicznie do (Z65):
(0Pt [ (R (-7, )dT
% e 0

dr

c

(9)dq

d(e (- rD)J' Ry

= (285)

1-6)(-0,—p)c+ [ (R (T)*(1~t, )T
(1-6)-0y P)§+J‘90( (T (1=7)) (1*‘9)*((’0'1(’p)g*'ji(Rk(T)*(lffu))dT]
_de Y 7 «(1=0)

dr, 6
A

0

Podstawiajac (Z84) i (Z85) do (Z83), otrzymuje sie:

4qm”)

I =V, *(vz * (Z86)

o ok—(1-7,) [Rel)dq

*[le v (A=) * R () * B (k) - g, (k) - T(K))*

d(R )) _d(e(x)
dr,

Dk +(1-7,)*
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+h()*

d(Z () ldxt—v, *(v,+(1+7,.)*

(R()*

. ( J' (1)1, J _ c
*J.e 0 «( 09)*['[(61(};7;(]1))*(1_1D))ded€)

c

d(R, (K))j
dr,

Podstawiajgc (Z81) i (Z86) pod (Z80):

dU(TD,TC)ZT{e‘pt*A(t)*c(O)l9 . (j-d(Rk(M)*(l—fD)) A+t (Z87)

dr, o 0 dr,
. aKx—(l—TD)jRK(Q)d‘i
*(VZ*J.e 0 *(((1_TD)*RH(K)*hi(K)_gi(K)_T(K))*
*( - l)j(d(RK(q»dq _ d(:;l(K)) + (1 _ TD) *
0 c T’—
(R SED i D ey v, 147,
- It A ch 3 2 c

. t-o(coprmara-r,r) ;
i , L(1-6) *( j(d(Rk(T) “ _TD)) dTJdg)}dt
0 0 Tc

d(gi ©) ) d(,u(t)l/(l—y*(p)) )
dr, - dr, B

(288)

W-r' o)1, (0,0 >z+I[R,<¢>*<1—r yroly-1*
u(?) ry . " { R

(tHO+7(&)
b+zr(5)+1(5)]dﬁ

(1-7*9)

‘ b
“( LD w12+ gty -1 e
o\ drt b

dr

b+ o)+ 2T * R, (1)* (-7, )*

b+tr(&)+1(&)

. .
(00T [Rk(5)*(1—rD>+¢(y—1>*7(”(5)”(5” ]dé
b 0 d

e
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(&) +1(&)
w  —(0,-0 )T~ J'[ (-7, ) +(y—1)* bm(g)n(;)Jdé .
+j[e i

t

d(b+tr(T)+ (D)7 * R (T)*(1-1,)) ~
drt

*(

| B 1)1 g —yr O T gy
) dTC ch

(tr(t))

Wiadomo, ze > 0. Dodatkowo, jako zZe jest to gospodarka dynamiczna,

d(er ()

rosngca w czasie, wiec dr >0. Wiec:
c

(tr(§)+2(2) d(tr(&)) d .
d[b+tr(§)+f(5)] _ 5(5) i@ 2= P g o) ;
dr, ) @@ - )
_+7(@)* Lo 0di=(@)* [ ¢ (@)di
(b+1r(@)+7(E)
OB
b +tr(8)+1(8) 0
d(h(@) de *(h0)+ | O &7 *((e ()Y * (b+1(m) + rr(n))”)q’ dm)) 290)
d T, B d T, -
d(e"H” (e (@) * b+ 2(m)+ tr(ﬂ))l_y)(p)
=g T dr =

© t—

drt,
= g * [o7 * (e (@)Y * (b+(m)+ tr(m) ) *

de(m)  dbreir)

T dr
e " o))

*ly
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d(e (7))
=e'“H[(p*j;[e”H”*((si(7z))7*(b+1+tr(7t))1_7)"’*((l— Jor C(T? ) (zl(-;r) )ldrn
Wyliczamy (d k(é)) analogicznie do (Z72) i (Z73)'":
{d(A(f)) d(H(f)) d(K(f))]
d(R (t)) w47, e 4T |
=Rt et )= 2o
d(A(®)
=R ()* ch = ()
=R (?) 20 =]
[d(A(t)) d(H(f)) d(K(f))]
dR, (1) _ « 4 x4 T e 4T |
PR T H(t) 9k 2
d(A@)
=R (t)* d =2(1)
BT
Analogicznie do (Z74):
dAW) _ d(AW) , d(H() 29%)

dr, dH@ dr,

Korzystajac z (286):

e [ (e (mY *(b+ elm=+r(m) 7Y * (-1~ (z9a)

(b+1(r))
d(e(m))
dr
+y e )dr >0
d(g,(r))
t . dr,
Je© e vt 1) Py e im0

11 Analogicznie jak w (Z72) réwno$¢ prywatnych krancowych korzysci z kapitatu i kapitatu ludz-

kiego wymusza, ze wychylenia wzgledne w zasobie kapitatu i kapitatu ludzkiego spowodowane
przez transfery musza by¢ réwne.



A30 GOSPODARKA NARODOWA/The Polish Journal of Economics/1(301)2020

AR (1) . dR,©)

Zatem, aby it dr byly wigksze od 0, musi by¢ spelnione:
d(A(1)) d(H 1) « J o) oo d(@(H () ,
drt, d(H(w))
A(?) Z0e ( [ @ -eur, o >0 (295)
70" o e do
J(L(t))>0 J
dey o (O(H,(E)-g(H (6 g
JEN J‘(egw) oo M(iw >0
5 d(H(w))
Podstawiajac (290), (Z91) i (Z92) pod (Z87), otrzymuje sie:
dU(T ]‘; —pt*A([)*c(O) *(j](M)dM)+V1* (96)
o Ouk- J-RK( \dg
v, fle P (R, () * () - £,(0) - 7() ¥
") j @dg- S0P s (R, ) g
T % o C(n) N
j e * e (m) *(b+r+ir(n) | *(1-p)e (m)Clm)+ T

*(W *(b+1(8) - T(Qj)))dn +h,() * 2(x)) 1di —

. Gor(coper [ (R 1y -r,)ar ) .
" o « (1= 9)
—v, 5 (v, + je j (T)dT |d¢)}dt

0
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